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PICCOLE NOTE

Contributi alla geometria proiettivo-diﬂ‘érenziale
di una superficie.

Nota di BE. BoMPIANI

§ I. Le linee di Davbour e di Segre. — 1. Data una superficie
(non rigata) o dello spazio ordinario e fissate su o le linee asin-
- totiche come linee coordinate di un sistema di -coordinate curvi-
linee wu, v, ‘st possono normalizzare, con FUBINI, le coordinate
proiettive omogenece dei suoi punti in modo ch’esse siano soluzioni
del sistema di equazioni (1)

o ologp ‘,y o

= 3—+11r
ou* ou i
1 3 0
(1 @*alogﬂya—m w Gr=0
W e TV TV

per il quale si suppongono sod«hsf.ncte le condizioni d’integra-
bilita.

Le due forme normali di FuBiNt
gy == 2iydudr, @, = 237(3du® + ydo®)

nguagliate a zero danno rispettiv. le linee asintotiche e le linee
di Darboux: le tangenti a queste in un punto P di s sono le rette
triple dell’involuzione I;? delle terne di tangenti in P alle curve
sezioni di o con le quadriche ad essa osculatriei in P.
I differenziali controvarianti rispetto a ¢, s’ indicheranno
dv

0%
con &. Porreino anche —— T
n 3. Porremo a h = T g

() G. FumiNt: Fondamenti della (1eomet1 ia proiettivo-differenziale di
una superficie. Atti Accad. di Torino, vol. LIII, 1918; Rend. Accad. dei
Lincei, vol. XXVII, 1918, 2 Note. '
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2. Dall’ equazione delle linee di DarBoux 3du® + yde=0
differenziata controvariantemente rispetto a 3, (e tenuto conto
del Lemma di Ricor) si ricava

2
(2 dudy — dvdu — — 3 (h,du — h.dv)dudr

2 log By? B ¢log 3ty

hy = Tow 0 o

I’ equazione del piano osculatore ad una di queste linee &
quindi ()

9
T[—- é (hydu — hydv)dudy + 3dud — ('7‘1‘3} N
+ 2[N,du + N,dv]dudr =0

quando si tenga conto del vincolo 3du® -+ y dz’:() in torza <l
guesto la (3) si trascrive

. . ,
4) z[; AT -+ NJ + v,.'[— 5T + Z\'l] +3T=0

essendo v,” radice deil’ equazione yv® + 3 =0.

Indiehiamo con v';, ¥iyy, vy, le tre radici di questa (rite-
nendo uguali indici congruenti rispetto al mod. 3) e consideriame
la retta intersezione dei piani oacul.mton alle due linee di DARBOUX

corrispondenti o o', e a v,
Un piano generico per questa retta ha un’equazione del tipo
) .

1 .
(v’ E+po z+1)[ b, T + ]V] (P, + P«""H—x)[—‘ 3‘”’1’1' -+ NZJ e

(5) :
+ 3T(h + ) = 0.

Esso contiene la terza tangente di DARBOUX, relativa a ;..
se 81 pone A= v’ (v, — Vip)s R =0 (v — V4,): € il piano de-
terminato da questa condizione ha 1’ equazione

. \

1 .
() o,-*,-ﬂ[% 1T+ N,J + v',.+,[-- shT + zsn] 93T =0

() V. Foudamenti ete. (Torino), equaz, (7); ivi & 1'=]X, @, wu, T
Ny==|X, 2, 24y us |, Ny =X, x, 7, & | essendo le X; coordinate correnti
Avremo bisogno in seguito delln posizione @ =| X, @u, 2c, Tuv |-
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3. Insieme alle linee di Darpoux consideriamo le linee di
Sukare, definite da Sdu® — vdv® = 0 (le tangenti a queste in P sono
coniugate, nel senso di Duein, alle tangenti di DARBoUX (3)).
1l piano del tascio (5) contenente la tangente di SEGRE co-
ningata alla terza tangente di DArnory, eioé corrispondente
W~ ., ha per equazione

T ‘ 1. ,
{M) :"4‘4!};,;; hT -+ NZJ — [——— 3 hT -+ 1',] =0

cioe contiene L retta di equazioni ——-;thAP N, =0, ;hzT-r N,

Tenuto conto delle espressioni di k. I, queste rappresentano
Ta vetta di Segre (viod la retta per la quale, secondo un risultate
di Cred ) vanno a passare i piani oseulatori nel punto alle tre
linee di SEerp); sicche per il modo econ eni sinmo pervennti
alla (7) essa esprime ehe:

I piani osculatori in wn punto a due linee di Dybowr ¢ alia
tinea di Segre comivgata «lla vimanente Forimano fuseio.

. . 1 ) oo .
4. Posto per brevita S, =— T+ N | N, =, h. T+ VN, come
v} ' N o ¥ N -

equazioni della retta asse del fascio ora nominato pessono assu-
mersi due qualsiansi delle seguenti

(R) v, ‘,:'{T -t- S2 =0, 7"3171»281 — ‘;)T =0, ‘_?S;‘, —_ Si o i).

Eliminando v, fra Ie due prime si ha 577+ 8,8, =0 (che
non contiene piun traceia delle ¥',, quindi ¢ la) equazione del eeno
individuato dalle intersezioni delle coppie di piani osculatori alle
linee di DArBoux e dalle tangenti asintotiche. La forma del-
I’ equazione mostra che la retta di Segre ¢ la polare del piano
tangente (nel punto che si considera, a 3) rispetto a questo cono.
Analogamente pno dirsi degli altri due coni 87— 38,T=0.
Sy + 8, T==0; si ha percio il teorema: :

Si considerino i coni quadrici aventi per geweratricl le interse-
zioni delle coppie di piani osculatori alle linee di Darboux ¢ due delle

(%) Seanre: Complementi alla teoria delle tangenti coniugate ete. Rend,
Lincei, vol. XVII, 1908,

() E. Cecu: L’ intorno di un punto di una superficie congiderato dal
punto di vista proiettivo. Annali di Matem., s. I, t. XXXI, 1922, n, 7. Per
le equazioni della retta di SeGrE (0 asse) nelle notazioni adottate v, Fu-
BiNt: dleuni rvisultati di geometria proieitivo-differenziale, Rend. Lincei,
2 Note, vol, XXXII, 1923; nota 2%, § 11.
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tre seguenti: tangenti asintotiche,  retta di‘S’egre. Il piano di due di ‘
queste rette ha per polare, rispetto al cono che -le contiene, la retta
residua. : s .

3. Questo teorema da modo di costruive la retta di SkGri
in un panto noti i pinni ivi oseulatori alle linee di DarBoux. Un
altro modo scende 1all;i.'/(6). Consideriamo i quattro piani seguenti
passanti per una tangente di DARBOUX: '

1) il piano ivi osculatore alla linea di DARBOUX

Vo Sy 0,8 + 3T =03

2) il piano contenente 1’intersezione degli altri due piani
osculatori di DARBOUX .

VS 0 8 — 23T =04

3) il piano contenente la retta di Srariy, S, -+ v’ 8, =03
4) il piano tangente 7'=-0;

Il birapporto di questi quattro piani vale — ; quindi il terzo

si sa costruire noti gli altri; esegcuendo Ia costruzione per due
delle tangenti di DARBOUX si ha la retta di SeEGru.

6. Le considerazioni precedenti permettono la costruzione di
invarianti della superficie (per applicabilita proiettive) di significato
geometrico immedinto. :

Si consideri il piano carnonico (%) relativo ad un punto I’ i 3
e Vintersezione di esso con uno dei piani oseuldtori di DArRBOUX.
Caleoliamo il birapporto di questa retta con la tangente cano-
nica, la retta di SEGRE e I normale proiettiva. Queste quattro
rette si ottengono congiungendo il punto P(x) con il punto

-

x,. ——y%(hix” + h,2,) in corrispondenza ai valori di J:
YR Rl ek W S W S
‘ hyov, — hyv? ! ’
quindi il birapporto vale
1 — )\i = 3037)2/3 ‘ (e,-3 = 1).

el lshy -+ efp'lehy,

1 G. FesiNi: Adewnd riswltati ete, 1, e.: Nota 27, § 11. .
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Per uvere un invariante razionale basta prendere il prodotto
dei tre birapporti relativi alle tre tangenti di DARBOUX e si ha
fI 1—7) = LTl
P20 = e g

tale ¢ pure la somma

3 93vh,h
Nt Y — e,
T’(l 2) = vh® -+ hg®’

il vapporto fra i due precedenti da il significato geometrico del-
Vinvarimute hhy,/ oy,

7. Dal secondo degli invarianti precedenti si ha una earat-
terizzazione geometrica delle superficie per le quali &, =0, k30
(0 viceversa). 8intende che non dev'essere b, —=h,=0 altrimenti
il piano canonico non & determinato.

Una proprietd geometrica caratteristica di queste ultime
superficie st ha dall’ ispezione della (2). Per h,=h, =0 esxn
rappresenta le geodetiche di p,. Viceversa se le linee di Danr-
BOUX sono geodetiche by —=h, = 0. Quindi:

Condizione necessaria e sufficiente affinche wuna superficie sia «
linee canoniche tndeterminate ¢ che le sue linee di Darbour siano
geodetiche della forma quadratica normale 7,.

Der le altre superficie (hy =9, h, &=0) ¢ proprietd caratteristica
avere per linee canoniche un sistema di asintotiche.

§ II. La quadrica di Lie. — 8. Un’altra caratterizzazione geo-
metrica delle doe classi di superficie precedenti puo darsi per
mezzo della quadriea di L.

E noto che §indiea cosi la quadrica osculatrice lungo lu
generatrice passante per P di 5 alla rigata delle tangenti asin-
totiche di un sistema circoseritta a o lungo 1’asintotica dell’altro
sistema passante per I’ La quadrica non muta seambiando nelio
costruzione le asintotiche dei due sistemi.

La sna equazione, nelle notazioni attuali, @ (%)

<

1
(9) TQ— NN, = — ;v UT*

L

(®) L’equazione della gquadriea di Lk, per una gualsiasi seelta delle
coordinate proiettive (cio® senzn specializzave il fattore di normalizzazione)
8i trova in una agginnta. di F. ENGEL ad una Nota di P. FRANK : Asympto-
tenebenen eines Flichenpunktes. (Mathem. Zeitsehritt, Bd. 11, 1921,
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1 /2*log 3,
ove Q=|X, »,,, %, | ¢ H=~ iy (—ﬁl -+ ,3*,') & la curvatura

proiettiva media secondo FuniNi,
Al variare di P su ¢ la quadrica di L1k varia in un sistema

generalmente oc?: essa tocca la superficic inviluppo, oltre che
in P, in quattro punti vertici di un quadrangolo, che si dird di
DEMOULIN (%), di cui quattro lati appartengono alla quadrica i
LIE e i due rimanenti sono xecmrom rispetto ad essa.

Poiche

L eT _rloghyg o fT__dlegdy,
_ «T e

e T e R &y
@ =9 zlogBy N, + (2T
u e 7 LR o
(10) 0N log 37 ¢ 1
¥ o [ 10R 37 - ., log 3y
77‘ =2 N, + 3N, + (; ———Ig;v LS n) T

&N, ilog 37 .. .
Pt s SN, - sy HT

L — =+
e e

derivando la (9) rispetto ad w si ha

‘:]0,,,; . clog v o\

3 “(TQ — N\.N,) — 3N =3 ’“U N, =
[yt log 3
_—[H,H PR 3m( Iy + 3 4—?0] I.

Tenuto conto della (9) stessa e della condizione @’ integrabilita

s

& log 3*/ 1[slog 37} 2 i log 3% 3 “log 3yr 0
ol 2 ) (A
%

si ha D ejuazione valida sulla superficie inviluppo

— &)

. N L elog 3 2
(1) 2N+ 2 8Ty, =
¢ analogamente si avrebbe 1’ altra
1
(12) oy — 2 HEI gy oy =0

_ (1) Perché gid considerato dal Demovrix: Swr la quadrvique de Lie.

(C. R. de PAcad. des Sciencer, t. 147, 1908).
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ove oo
. 15 alog ey _ o log By? 19
1 3;&(3 P )—,—‘ P —2‘/-—-3 (ﬁh)-—{h —-ZV
. 13.( olog 3¢ 2 log 3y 19
l’_—.—’—a(Y o )__‘3 o 2'—_76_%("]“)_9" -~ 2n.

Se indichiamo brevemente con N,=Fk.T le equazioni staccate
dei due piani (12), e econ N, =T quelle dei piani (11) =1, 2)
le equazioni dei lati del quadrangolo di DEMOULIN appartenenti
alla quadriea di LiE sono

' 1
& Q ——-IcN—_:——ﬁ(HT&S‘?——liN:__(—i}HT
a | 27 (i=1, 2).
. NM=nkT , N, =T

Lia retta per P appoggiata agli altu due lati del quadxangolo
di DEMOULIN ha le equazioni 2\,__— hT, N,= h T che rap-

presentano la direttrice di WlLCZYNSKl passante per P. Sicche:

La rvetta per P appoggiata ai due lati opposti del quadrangolo di
Demoulin polavi rispetto alla quadrica di Iie é wna direttrice di
Wilczynski.

9. Per ciascuna tangente asintotica in P consideriamo i quattro
piani seguenti: il piano tangente, il piano normale (contenente
la normale proiettiva) e i due piani conténenti i due lati del
quadrangolo di DEMOULIN appoggiati a detta tangente. Uno dei
loro birapporti & nn invariante proiettivo; per avere un inva-
riante razionale basta fare il prodotto di due convenienti di essi.

Si hanno cosi, per hh, =0, i due invariantt per collineaziont
', /h2, Ty/h 2 (per collineazioni e non per applicabilitd proiettive
percheé ', e I, contengono n e v).

Se invece k, =0, p. es, la (11) mostra che i quattno piani
considerati per Lm tangente alla asintotica u(d¢ =0) in P formano
gruppo armonico. Quindi: )

Proprietd cavatteristioa delle superficie per le quali h,=—0 o
h, =0 (oltre a quella del n.° 7) ¢ che formano gruppi armonici i
quattro piani sopra nominati passanti per una tangente asintotica.

8e lo stesso fatto accade per tutt’ e due le tangenti asintotiche la
superficie & a linee canoniche indeterminate e viceversa. .

10, Altra proprietd caratteristica di ‘queste unltime superficie
¢ la seguente: esse sono tutte proiettivamente applicabili sulla super-
ficie cubica xyz=1.-
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Infatti se b, =%, =0 si puo, con eventuale cambiamento dei
parametri w, ¥, porre =y =1, L¢ equazioni da integraré sono
A P o o . -
ot P -+ N, G0t = ay T Vv e per te conc
n="ku—+a, v=kv+b (k a, b costaunti). Se k==0 si puo fare
a=>=0. Le superficie cercate sono tuttc applicabili proietti-

. . . o'z fx o éar
vamente su quelle soddisfacenti al sistema A et A = au
superficie

lizioni (' integrabilita

queste, a meno (i collineazioni, si  riducono alla
xyz =1 ().

Se poi si tiene conto dell’ equazione differenziale delle linee
proiettive di curvatura (°), che per 3 =+v =1 si riduce @ ndu* =vdr}
si vede che fra le superficie a linee canoniche indeterminate, la super-
Jicte cubica xyz=1 ¢ V' wnica (¢ meno di collineazioni) le cui nor-
mali proiettive passino per wn puido (& 'analogo proicttivo della
stera). (continua)

*) L’ altimo sistema di equazioni a deriv. parziali & stato incontrato
da E. J. WirLozyNski: On a certain class of self projective surfaces (Tran-
sactions of the Amer. Math., Soe., vol. XIV, 1918) senza dare al risultato
il significato qui indicato (Ia nozione di applicabilitd proiettiva & poste-
riore), '

%) G. Funini: Fondamenti cte. (Torino), § 2, p. 1038,




