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PICCOLE NOTE

Contributi alla geometria proiettivo-diflfèrenziale 
• di una superficie.

Nota di E. Bompiani

§ I. Le linee di Parboux e di Segre. — 1. Data una superficie 
(non rigata) a dello spazio ordinario e fissate su a le linee asin
totiche come linee coordinate di un sistema di coordinate curvi
linee u, v, si possono normalizzare, con Fubini, le coordinate 
proiettive omogenee dei suoi {muti in modo ch’esse siano soluzioni 
del sistema di equazioni (*)

| d-x ö log uY dx n dx
\ du’ du dii [ dv

( 1 ) \ (3v 0)
) d'X d log tìv dx ex ' 'I —„ ——  :------  — —Y   —ì— \j
ì dv2 dV dv ‘ du

per il quale si suppongono soddisfatte le condizioni d?integra
bilità.

Le due forme normali di Funi ni

Pz = dudv, cp3 — %f((fdu3 *(dv3)

uguagliato a zero danno rispettiv. le linee asintotiche e le linee 
di Darboux: le tangenti a queste in un punto Pdi a sono le rette 
triple dell’involuzione 1/ delle terne di tangenti in P alle curve 
sezioni di a con le quad riche ad essa osculatrici in P.

I differenziali contro varianti rispetto a s’indicheranno 
fi U i SM dvcon o. Porremo anche — = xn,...., 3— — v.du ‘ ’ du

0) G. Fubini: Fondamenti della geometria proiettivo-differenziale di 
una superficie. Atti Accnd. di Torino, voi. LUI, 1918; Rend. Accad. dei 
Lincei, vol. XXVII, 1918, 2 Note.
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2. Dall’ equazione delle linee di Darboux ,3du3 -+- ydr3 = 0 
differenziata controvariantemente rispetto a (e tenuto conto 
del Lemma di Biooi) si ricava

2
(2) dtt&v — dv&u = — {h^u — hsdv)ditdr

con
ö log ßy2 ? log 32v 

Ai = —;—■—, A» ~ .1 dH ’ 2 rr

L’equazione del piano osculatore ad una di queste linee è 
quindi (2)

r 2 1
(Ajdu — A.à')àà 4- ftdu3 — ydr3J 4-

■ 4-' 4- X2dv]dudr = 0

quando si tenga conto del vincolo ^à3 -e- ydr3 = 0. In forze di 
questo la (3) si trascrive

(4) 'V Ar.j -t- ®/[- 17*x.7’ Xjj + 37’ — 0

essendo v/ radice deli’equazione yv'3 4- - — 0.
Indichiamo con v'^2 le tre radici di questa (rite

nendo uguali indici congruenti rispetto al mod. 3) e consideriamo 
la retta intersezione dei piani osculatori alle due linee di Darboux 
corrispondenti a 2?', e a r't-+1.

Un piano generico per questa retta ha un’equazione del tipo

-+- ^+1)R htT -+- d -+- (Zf/ •+• q htT AT. 1 -t-
(5) L< J 1

-+• .W ,u) - 0.

Esso contiene la terza tangente di Darboux, relativa a r 
se si pone X = p = e il piano de
terminato da questa condizione ha l’equazione

(«) htT+ y2] | hxT x] - 2'?T =

(2),V. Fondamenti etc. (Torino), equaz. (7); ivi è T — | X, M, .r,,T ov-|, 
=■» | X, L, yM, |, N2 — \X^ x, xVì Xuv | essendo le Xi coordinate correnti 

Avremo bisogno in seguito della posizione L ----- § X, Xu, av, xuv |.
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3. Insieme alle linee di Darboux consideriamo le linee di 
Seghe, definite da ßdu3— Ydt?3z=O(le tangenti a queste in P sono 
coniugate, nel senso di Dutin, alle tangenti di Óarboux (3)).

Il piano del fascio (5) contenente la tangente di SEGRE co
niugata alla terza tangente di Darbofx, cioè corrispondente 
a — v , hi ha per equazione

0) + JF,] - [-3V h A’,]=0

cioè contiem; la retta di equazioni — ^hfT 0, t^h.,T 4- .V. "• 0.

Tenuto conto delle espressioni di à,. h., queste rappresentano 
la retta di Segre (cioè la retta per la quale, secondo un risultato 
di Cech P) vanno a passare i piani osculatori nel punto alle tre 
linee di Segre); sicché per il modo con cui siamo pervenuti 
alla (7) essa esprime che:

l piani osculatori in un punto a due linee di Pai bon e e alia 
linea di Segre coniugata alla, rimanenti formano fascio.

4. Posto per brevità Sì — — \ //. T 4- V , X. — h,. T 4 V.,, cono* 

equazioni della retta asse del fascio ora nominato possono assu
mersi due qualsiansi delle seguenti

■(K) ", 4- St = 0, r ; f 2ò\ -- fT = 0. r hiS.. — ~i_- 0.

Eliminando fra le due prime si ha f(T' 4- SfA, -0 (che 
non contiene più traccia delle v';, quindi è la) equazione del cono 
individuato dalle intersezioni delle coppie di .piani osculatori alle 
linee di' Darboux e dalle tangenti asintotiche. La forma del
l’ equazione mostra che la retta di Segre è la polare del piano 
tangente (nel punto che si considera, a 5) rispetto a questo cono. 
Analogamente può dirsi degli altri due coni Sf — 3S2T n 0. 
■S\ 4- T =. 0; si ha perciò il teorema:

Si considerino i coni quadrici aventi per generatrici le interse
zioni delle coppie di piani osculatori alle Unte di Darboux e due delle

p) Segre: Complementi alla teoria delle tangenti coniugate etc. Rend, 
Lincei, vol. XVII, 1908.

0) E. Cech: L’ intorno di un punto dì una superficie considerato dal 
punto di vista proiettivo. Annali di Matein., s. Ill, t. XXXI, 1922, n. 7. Per 
le equazioni della retta di Segue (o asse) nelle notazioni adottate v. Fi - 
bini: Alcuni risultati di geometria proieilirodifierenziale. Rend. Lincei, 
Ä Note, vol. XXXII, 1923; nota 2*, § IL 
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tre seguenti: tangenti asintotiche, retta di Segre. Il piano di due di 
queste rette ha per polare, rispetto al cono che le contiene, la retta 
residua.

5. Questo teorema dà modo di costruire la retta di Seghe. 
in un punto noti i piu ni ivi osculatori alle linee di Darboux. Un 
altro modo scende dall/ (6). Consideriamo i quattro piani seguenti 
passanti per una tingente di Darboux:

1) il piano ivi osculatore alla linea di Darboux

14-2^2] ■+" — 0 ;

2) il piano contenente l’intersezione degli altri due piani 
osculatori di Darboux

■+" v'i+iS*] — 2ìT= 0;

3) il piano contenente la retta di Segre, >S\ 4- v’iA,2N3 = 0;
4) il piano tangente T — 0;

Il birapporto di questi quattro piani vale — ; quindi il terzo 

si sa costruire noti gli altri; eseguendo hi costruzione per due 
delle tangenti di Darboux si ha la retta di Segue.

6. Le considerazioni precedenti permettono la costruzione di 
invarianti della superficie (per applicabilità proiettive) di significato 
geometrico immediato.

Si consideri il piano canonico (5) relativo ad un punto P di 5 
e l’intersezione di esso con uno dei piani osculatori di Darboux. 
Calcoliamo il birapporto di questa retta con la tangente cano
nica, la retta di Segre e la normale proiettiva. Queste quattro 
rette si ottengono congiungendo il punto P(x) con il punto

xuQhXu -+- hfl,.) in corrispondenza ai valori di a:

= x = 0 z = 3 À = oo 
h^i — hfli*

quindi il birapporto vale

,,_________ W'>

ffYhsÄi ~h

(b G. Fubini: Alcuni risultati etc. 1. c.: Nota 2\ § 11.
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Per avere mi invariante razionale basta prendere il prodotto 
dei tre birapporti relativi alle tre tangenti di DàRBOUX e si ha 

_ 2.7 (;Yy
- yV -+- pv '

tale è pure la somma

1

il l’apporto fra i due precedenti dà il significato geometrico del
l’ in verni nte

7. Dal secondo degli invarianti precedenti si ha una carat
terizzazione geometrica delle superfìcie per le quali à1 = 0, 
(o viceversa). S’intende che non dev'essere h^ — h^ — 0 altrimenti 
il piano canonico non è determinato.

Una proprietà geometrica caratteristica di queste ultime 
superficie si ha dall’ispezione della (2). Per hx = h2 — 0 essa 
rappresenta le geodetiche di cp2. Viceversa se le linee di Dar- 
boux sono geode! iche = h2 = 0. Quindi :

Condizione necessaria e sufficiente affinchè una superficie sia a 
linee canoniche indeterminate è che le sue linee di Darboux siano 
geodètiche della forma quadratica normale :p.,.

Per le altre superficie (h-1 = 0, h2f=0),è proprietà caratteristica 
ut er e per linee canoniche un sistema di asintotiche,

§ II. La quadrica di Lie, — 8. Un’al tra caratterizzazione geo
metrica <lelle due classi di superfìcie precedenti può darsi per 
mezzo della quadrica di Lie.

È noto che s’indica così la quadrica osculatrice lungo la 
generatrice passante per P di a alla rigata delle tangenti asin
totiche di un sistema circoscritta a a lungo 1’ asintotica dell’ altro 
sistema passante per P. La quadrica non muta scambiando nella 
costruzione le asintotiche dei due sistemi.

La sua equazione, nelle notazioni attuali, è (‘)

ö^Yhfi2 .
YV-+- 3 ’

(6) L’equazione della quadrica di Lie, per una qualsiasi scelta delle 
coordinate proiettive (cioè senza specializzare il fattore di normalizzazione) 
si trova in una aggiunta di F. Engel ad una Nota di P. Frank : Asinnpto- 
tenebenen eines Flächenpunktes. (Mathern. Zeitschrift, Bd. 11, 1921).
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ove Q= |X, a?,. | e #= - è ,a curvatura

proiettiva media secondo Tubini.
Al variare di P su a la quadrica di Lie varia in un sistema 

generalmente oc1: essa tocca la superficie inviluppo, oltre che 
in P, in quattro punti vertici di un quadrangolo, che si dirà di 
Demoulin (7), di cui quattro lati appartengono alla quadrica di 
Lie e i due rimanenti sono reciproci rispetto ad essa.

Poiché 

(10)

cu cv cv

derivando la (9) rispetto ad u si ha

r log
(U

C lo2’(r£) _ y,^) _?yt» _ ß - - ■ ( 7'.V.

r log 3y
Hi

4- A (,3y77) -+- 3v 4- ?"1 7’.
2 cìl v‘ ‘ ‘ r VJ

Tenuto conto della (9) stessa e della condizione d’integrabilità

- c t c2 log 3v 
■ ivi ’ '

irai og (3'
21 TiT“

z? log 32/
M 0

si ha l’equazione valida sulla superficie inviluppo

(11) 2AV 4- 2 e*°ÄßY rijs — 0 

e analogamente si avrebbe l’altra

(12) 2N\-1 - 2 4- l\7’- = 0

 (7) Perchè già considerato dal Demoulin: Sur la quadrìque de Lie. 
(C. K. de l’Acad. des Sciences, t. 147, 1908).
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ove
v — - A A _ va log __

1 ß cv V dv / 4 SrL

r = 1 ±7 s log ßr2\ _ 3 ö log ß«r _
2 y du y du / 4 öV

27 — ZE) ^^2) — Y*i — 2v 

2Ä==7Si^*i) —3*1 —2h.

Se indi chi amo brevemente con le equazioni staccate
dei due piani (12), e con N\ = 1<T quelle dei piani (11) (r — 1, 2) 
le equazioni dei lati del quadrangolo di Demoulin appartenenti 
alla quad ri ca di Lie sono

v i U -Ä,y.= -|ßTÄT t Q-lilT = - ~frHT
(13) ; 2‘ j 2‘f (i = l, 2).

[ N\ = KT N, —l,T

La retta per P appoggiata agli altri due lati del quadrangolo 

di Demoulin ha le equazioni N1 = ^hlTì 2VY = — h.T che rap
presentano la direttrice di W1LCZYNSK1 passante per P. Sicché:

La retta per P appoggiata ai due lati opposti del quadrangolo di 
Demoulin polari rispetto alla quadrica di Lie è una direttrice di 
Wilczynski.

9. Per ciascuna tangente asintotica in Pconsideriamo i quattro 
piani seguenti : il piano tangente, il piano normale (contenente 
la normale proiettiva) e i due piani contenenti i due lati del 
quadrangolo di Demoulin appoggiati a detta tangente. Uno dei 
loro di rapporti è un invariante proiettivo; per avere un inva
riante razionale basta fare il prodotto di due convenienti di essi.

Si hanno così, per 0, i due invarianti per collinea zi oni 
V}/V, r2/M (per collineazioni e non per applicabilità proiettive 
perché l\ e [\ contengono n e v).

Se invece = 0, p. es., la (11) mostra che i quattro piani 
considerati per la tangente alla asintotica , u(dv — 0) in P formano 
gruppo armonico, (juindi:

Proprietà caratteristica delle superficie per le quali hj = 0 0 
h2 = 0 (oltre a quella del n.° 7) è che formano gruppi armonici i 
quattro piani sopra nominati passanti per una tangente asintotica.

Se lo stesso fatto accade per tuW e due le tangenti asintotiche la 
superficie è a linee canoniche indeterminate e viceversa.

10. Altra proprietà caratteristica di queste ultime superficie 
è la seguente: esse sono tutte proiettivamente applicabili sulla, super
ficie cubica xyz = 1.
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Infatti se hx Ir, 0 8! può, con eventuale cambiamenta dei 
parametri a, v, porre ß = y= 1. Le equazioni da integrare sono 
^**2? $00 $*00 $'10 - \
du2 ” dv ’+' nXì dv2 = Ìu v,c e Ver condizioni d’integrabilità 

n = lcu -+- a, V — 1CV +- b (&, a, /- costanti). Se Zcch-0 si può fare 
a~b = 0. Le superfìcie cercate sono tutte applicabili proietti- 

'V “èx iP x ex
vamente su quelle soddisfacenti al sistema ectu~ ?r rw
queste, a meno di collineazioni, si riducono alla superfìcie 
xyz = 1 (*).

Se poi si tiene conto dell’equazione differenziale delle linee 
proiettive di curvatura (9), che per ß — y — 1 si riduce a ndu* ~vdv\ 
si vede che fra le superficie a. linee canoniche indeterminate, la super
ficie ciibica xyz  1 è l’ unica, (a. meno di collineazioni) le cui nor
mali proiettive passino per un punto (è l’analogo proiettivo della 
sfera). (continua)

(8) L’ultimo sistema di equazioni a deriv. parziali è stato incontrato 
da E. J. Wilczynski: On a certain class of self projective surfaces (Tran
sactions of the Amer. Math. Soc., vol. XIV, 1913) senza dare al risultato 
il significato qui indicato (la nozione di applicabilità proiettila è poste
riore).

(9) GL Ferini: Fondamenti etc. ('forino), H 2, p. 1038.


