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PICCOLE NOTE

Sulla misura dei grappi di punti di una retta.

Nota di GruskpPrE VITALJ

In un recente lavoro (! il signor STEFAN BANACH ha dimo-
strato che & possibile far corrispondere ad ogni gruppo limitato G
di punti di una retta » un numero reale mi@ >0 che gode le
seguenti proprieta: : .

a) Se G é misurabile secondo T.EBESGUR, m(Q) coincide colla
misura lebesgiana di G.

b) Se G & G' sono sovrapponibili per wuna traslazione, ¢
miG) =m(G).

c) 8e G e G sono distinti; ¢ m(G + G') == m(G) + m{G .

Un sistema di tali numeri m(G) lo ehiameremo un sistema di
misure secondo BANACH.

In quel che segne immagineremo di aver fissato un particolar
_sistema i questa fatta e di riferirei sempre ad esso.

Se G ¢ un gruppo qualunque di punti di r, ed « & un parti-
colar puuto di », la funzione m(x) che & nulla per x=—ug«, che per
x> a & la misura del sottogruppo di G che cade in (a,x), e per
x < a & la contraria della misura del sottogruppo di G che cade in
(x,a), ha la proprietd che, qualunque sia Uintervallo (b, c), b <e, la
misura del sotlogruppo di G che cade in b, ¢) é uguale ad mic) — mib).

Una funzione che gode questa proprietd si chiamera una
mensurale di G. ‘

Si vede subito che la differenza di due mensurali di un medesimo
gruppo @ costante e che se ad una mensurale di un gruppo si aggiunge
una costante 8¢ hi una mensurale dello stesso gruppo.

Per la proprietd ¢) la misura di un gruppo limitato non supera
la lunghezza di un segmento che lo contenga.

() STEFAN BaNacH: Sur le probléme de la mesure. « Fundamenta
Mathematicae. Tom. 1V, 1923, pp. 7-33. ’

:
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Consegue che se m(x) & la mensurale di un gruppo G, deve
essere per ogni x e per ogni

"Ry —
1) Oém(a; “+ ;b m(x)gl'

Di qui consegue che ogni mensurale é una funzione assolutamente
continua. .

Dunque una mensurale ha in generale (') derivata. Inoltre questa
derivate, dove esiste, é compresa fra 0 ed 1,

Nel presente lavoro io dimostro che la proprieta (1) & carat-
teristica delle mensurali, o, in altri termini, s¢ m(x) & una funzione
che soddisfa le condizioni (1), esiste un gruppo G di cui m(x) é una
mensurale. :

Dimostro inoltre che se il gruppo dei punti in cui m(xj non ha
derivata 0 o0 1-¢ di misura (necessariamente lebesgiana) nylla, il
gruppo dei punti in cui d%l—é}—) =1 differisce dal gruppo dato per un
gruppo di punti di mensurale nulla (costante.,

1. Se x & un punto di #, indico con 4, . 1'insieme dei punti

N 4
T+ g0
e con B, , Iinsieme dei punti
2p +1
ST T
dove p & un intero qualunque ? 0 ed » & un intero qualunque > 0.

I gruppi A, . e B, ., sono distinti. Il punto x appartiene
ad 4,, ., ma non a B, .. Una traslazione della retta di ampiezza

2p + 1 . . .

—g—y— trasporta A4,,, su B, , e viceversa, una traslazione di am-

piezza 311. trasporta A4,,, su se stesso e B,., su se stesso.
Poniamo )

Gl,m: Al':r+B1.a-°

Due gruppi C,, ., o coincidono o non hanno punti in comune.
Consideriamo 1’ insieme dei gruppi. C,., distinti e in ciascuno
scegliamo un punto. Tutti questi punti formano un gruppo H.
Sia 4, la somma d§ tutti gli A, ,. corrispondenti ai vari p_unti‘x
di H, e sia B, la somma di tutti i B, . corrispondenti pure ai

() Cioé escluso al pin un gruppo lebesgiano di misura nulla.
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vari punti # di 4, Ii gruppo 4, + B, & I’ insieme di tutti i punti
" di r. Siane 4,(z), b,/x) le mensurali di A,, B, che si annullano
per z=0. Sard ) ‘

1) ‘ a(x) + b(x) = x.

Una traslazione di ampiezza 5.3 porta A, in B, e, pit pre- ’

cisamente, il sbttogl'uppo di 4, che cade in (0, ) nel sottogruppo

. . 1 1
di B, che cade in (m,, z + Qf?,_")’ dunque

1 1
() = bl(ﬁ -+ 5.5 3,,> — b](gfgj,) .

La b,(x) & continua. Passando al limite per # = oo si ha allora

ay(w) = by(®),
e, combinando con (1),

a(x) = b)) = 2

_ 2’
Indichiamo ora con A4,,, I’insieme dei punti
2p
e con B, . l'insieme dei punti
2p+1
g

dove p & un intero qualunque ; 0 ed » & un intero qualunque > 0.

Se A, ¢ la somma di tutti gli 4, , corrispondenti ai vari g
di H ed ay(x) & la sua mensurale annullantesi per x=—0, se B,
¢ la somma di tutti i B, , corrispondenti ai vari 2 di H e by(x)
¢ la sua mensurale annullantesi per x —0, si dimostra, come pre-
cedentemente, che

B a,(x) =«
ay(@)r=by(x) = ’lé* =on
ed & A, + B, = A,.
In modo analogo indicando con A4, , 1'insieme dei punti
242p
3”

xr +

e con B, , 1insieme dei puntj _
2(2p + 1)
+ e
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con p intero4% 0 ed = intero >0, e con A, la somma degli 4, -

e con B; la somma dei B, , relativi ai punti # di H, e con a,(®);

by(w) le mensurali di 4,;, B, che si annullano per x=—=0, si ha

A, + BB_.A e

ag(;v)
3

s

(@) = b () =

.

(89
P9

Continuando, si formano le successioni dei gruppi

4, A%, 4;, 4.
Bi, B, By, By,
le cui mensurali annullantisi per x —= 0 sono
x x x X
é, 227 2‘~3, 24,...--
I gruppi
: B, B,, B,, B,...

sono a due a due distinti, inoltre si ha

A, + B,y=gruppo di tutti i punti di »
A, =B, = A, A
A+ By = A,

Ogni punto di un 4, . diverso da & & della forma

x+»3p% (p=0;.

Se 2t & la massnna potenza di 2 contenuta in p, & p— 2¢(2s + 1),
dove 8 & un intero 0 e quindi
2428 + 1)

311 =¥+ 31: 4

T+ 5
i1 che prova che il punto in discorso appartiene a B,,,,,.
Invece il punto x appartiene ad ogm A, .. Si conclude che

i gruppi '
g Ay Ay, Ay, A
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banno per punti comuni tutti e soli i puuti di H. Allora
H -+ X.,B,
1

costituisce I’ insieme di tutti i punti di »,
~o
Si vede subito che X,B, ha per mensnrale x ¢ che quindi H

ha. per mensurale zero (costante). Che H debba avere per men-
surale zero si vede anche direttamente seguendo un ragiona-
mento analogo a quello da me usato per provare che pei gruppi
di punti della retta, il problema della misura in senso stretto
non si puo risolvere (1), )

2. Sia G un gruppo lebesgiano e sia m(r) 1a meénsurale di @
che si annulla per x —=0. La m(x) ba generalmente in & deri-
' am(x)

dr

vata 1. Sia ' il gruppo dei punti di G in cui =1. Indico

con A,. B, le intersezioni di A, e B, con G e con «,'(x), b, a0
le mensurali di 4,y B, annullantisi per & =0, (n =1, 2, 3,...).
Poiché A, e¢ B, sono sottogruppi di A, e B, e questi

't 3 . - . .
hanno gn ber mensurale, le funzioni a,'tw, -b,ix» hanno tuttii

: . | . . L1 .
rapporti inerementali = Dico che nei punti di I' hanno deri-
] 1
vata uguale ad g
Intanto
a,'cx) + b2 = mlxr,
perche A, + B,'= @, ed essendo i rapporti incrementali di a,'crs,
b/(x) sempre <, ed avendo m(x) in I derivata 1, le a/try b
2 :
Lo . 1
hanno in ' derivata 9°

‘Analogamente &

ay (&) + b, (®) = a, (x),

: . . 1 '
inoltre a,'(x), b, () hanno rapporti inerementali =50 ed a,'ie ha

(!) GruseppE ViTALL- Sul problemia della misura- dei gruppi di punti
di wna refta. Bologna, Tip. Gamberini e }’urmeggimxi, 1905.
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A . 1 , N .

in I' derivata ;,, danque a,'(x), b,'(x) devono avere in [' deri-
-

ta 1 s
vata 53 e cosl via.

3. Sia m(x) una fanzione per cui, qualunque siano z ed h,
si abbia . . :

0= lwn(a; + ‘h})b = m(x) -

Indico con { il gruppo dei punti in cui m(x) ha derivata.

Per ogni intero n >0 e per ogni intero p > 0 e << 2" si indichi
con 2, il grappo dei punti in cui la derivata di m{x) soddisfa
alle disnguaglianze

v—1 dm{x) p .
on = dx <§Z7 sep<2,

e alle disugnaglianze

p—1 dmiz) p L om
21; g dw £2,,, 8e .p._"z .

Evidentemente per ogni n 8i ha

oM

$Q,.=9

p=1

e i grappi Q,, , sono lebesgiani. )
Indieo, come si usa, con la notazione di‘ prodotto 1’ interse-
zione di due gruppi e pongo )

n 27t
P,=3 (3 Qa,.B. >
8=1 k':l'
w 2t
Q.=3X (2 Q4B
g=1 k=1
50 s—i
P =3 (2 Q‘Zk. v)B.ﬂ
g-1 k=t
25—-al

S
il

L
<
10
;;?
L
&
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E.
i > o8
P+Q=3 (2Q, B,
s--1 p-1
' = oC
- SQB,—=QYB,
s 1
= Q—QH,
Quindi

P OQH=Q—.

11 gruppo /I hia mensurale mulla, dungue anehe Q. H ha men-
surale nulla e > ed Q — @ hanno ugual mensurale pia,
La mensurale p,x) di P, ha generalmente in Q . derivata

uguale a p , perche, posto

an
=B, +2,By + e+ 2, B,

per oghi intero positivo t - 2", se

b= o 2 4 12;’""'2 e o, 2,

con le z, ugnali a zero o ad wio, si ha

S

P,=3Q
p=

Eoy

iy

La mensurale v 20 di @ — @, ha generalmente in @,  deri-

» s
vata uguale a s perche si ha N

!
Q—Q,=XQ. K, , +Qn,.
p-1
. . dmix) 1
Dunque generalmente in @ la n,ir) ha derivata = A o

damix) 1

e la v, (@) ha derivata << e o Ma il rapporto incrementaie
-d

di p(x)  sempre compreso fra i rapporti inerementali di p,(w)
e v,(¥) qualanque sia 2, dunque p(x) ha in Q generalmente de-

. dm{x) . . ,
rivata uguale a in Consegue che pix) od m(x) diftériscono per

una costante, ossia che m(x) & una mensurale di P. Dunqne ogni
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JSunzione m(w) per cui

og’ﬁ(Hh];:—ﬁMél

¢ ‘una mensurale,

4, Due gruppi possono avere lu stessa mensurale ed essere
completamente distinti. Cosl avviene per 4, e B, i quali sono

distinti ed hanno la stessa mensurale ;.

Se m(x) & mensurale di, un gruppo lebesgiano essa ha gene-
ralmente derivata 1 o 0. Supponiamo che la mensurale m(z) di
un gruppo G si comporti come lu. mensurale di un gruppo.

lebesgiano, ossia che m(x) abbia derivata generalmente 0 od 1.

. . - . . Amiz)
Indico con I'y il gruppo dei punti in cui dr =4 e con [} il
. .. . dmix . )
gruppo dei punti in cui - ar 1. Evidentemente la m(x) ¢ men-

gurale di I',.

I gruppi G e I', hanno un gruppo comune K. Pongo D=—=G — I{.
La memnsurale di D ha in I'y derivata nulla perche D @ sottogruppo
di @, ed ha anche in Iy, derivata nulla perche D e distinto da I’
e la mensurale di I, ha in T, derivata 1.

Dunque la mensarale di D ha derivata generalmente nulla,
ossia € una costante, Consegue che G ¢ K hanno ugual mensurale
e percio che T, — K ha mensurale nulla, ¢ si pud conelndere che
i punti di G e [', che non sono comuni ad entrambi formano un
gruppo di mensurale nulla (costante), ossia che se un gruppo @ ha
mensurale con derivata generalmente O ed 1, esiste un gruppo I',
lebesgiano che differisce da G per un gruppo (non necessariamente
lebesgiano) di misura nulla.



