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PICCOLE NOTE 173

Sopra alecuni sviluppi in serie di funzioni fondamentali.

Nota di CARLO SEVERINI

In due recenti%o‘te (*) mi sono occupato degli sviluppi in
serie di funzioni fondamentali, che in un intervallo (a, ) soddi-
sfano ad equazioni della forma:

U, () + [, pl2) — @)} Uy (o) =0 (k=0,1,2,..),

ed a condizioni ai limiti, espresse da relazioni del tipo:

a,Uylar+ a,U(a) -+ a,Up(b) -+ a, U,/ 1h) =0
7 , (k=:0,1,2,..
b, Uyla) -+ b, Uy la) -+ b, Up(b) +b,U, by =0, .

ove pri e ¢x sono due funzioni note, continue, di cai la prima
¢ anche maggiore di zero in ogni punto di (4, b); 7, € un para-
metro indeterminato, ed a,, b, ts=1,2, 3,4} sono ecostanti asse-
gnate, per le quali si ha:

ab, — ah, = a;b, — ab,.

Indicando con: . :
W'k(n(,‘) e==0,1,2,..0

una successione completa di siffatte funzioni fondamentali, orto-
gonali e normali rispetto alla funzione caratteristica p(x), tali cioe
da-avere: :
) b
> (0 se hd=k
p o W, () W) dz =
Jl @) Wi'a) (L » b=k
a
e con:
A, (k=0,1.2,..)

la corrispondente successione dei numeri caratteristici, reali, non
-nulli, disposti per moduli non deerescenti (*), ho dimostrato che

¢) Sopra aleuni sviluppi in serie di funzioni fondamentali [Rendiconti
della R, Accademia dei Lincei; Vol, XXXI, serie 5% 17 sem. (1923)]

() Cfr. W. StexLOFF: Sur certaines questions @ Analyse, qui se ratia-
chent & plusieurs, problémes de la Physique Mathématique [Mémoires de
PAcadéinie Impériale des Sciences de St. Pétersbourg, VII série, classe
pbysico-mathématique, Vol. XXXI, n. 7 (1913)).
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la serie

b
W EBBRG) . Be= (e W

ove f(x) indica una funzione sommabile insieme col suo quadrato nel-
Vintervallo (a, b), converge 1vi uniformemente se :

T . o ‘n - p N /v
l2) lim [( Ek Bkz)'( 2)( "\I.- ]f}z)] =0.
nooo L\n -y w1l i

n particolare se, qualunque sia n, riswlta :
(3) [ 2y AxB | < C, (C costante).
R , S

© Mi propongo ora di assegnare delle condizioni per la con-
vergenza assoluta ed uniforme della (1). Queste condizioni gene-
ralizzano, al pari della (2) e della (3), quella che seaturisce (%),
~dai noti teoremi di ScHMIDT (*) e Prcanp (°), consistente nell’am-
méttere, che si abbia, per ogni n: o

n
.‘Jk\,,’lB,'.’g\(,'» 10 costanten,
o =
1. Posto:
B N ""p .
By o) = X, i B, W) .

nit

indieando _eon p una costante. positiva qualsivoglin, si trova (%5

b 3 . " :
" [np 2 [ndp T3 [
R,.,n(w):Jp(w) 2 A V| By W () [ e Nl ~“"k'1/>!"’!/.
nl dFlng1
a

T Cfr. C SeviRiNG: Sulla converéénza delle serie di funzioni ortogonali,
12 [Attillde]vl’A'ccademia, Gioenia di Catania, serie V, Vol. VIII, (1915).
& Cfr. E. ScuMipr: Zur Theorie der linearen und nichtlineare Inte-
'(;‘r;i,lg‘léichuﬁgen'[Math'ematische Annalen, Bd. LXIIT (1906), Heft. 4, 8. 461,
(®) Cfr. E. Prcarp: Sur un théoréme général relatif aux équations infé-
grales:de premiere espéce: et sur quelques problémes de Physique mathématique
[Rendicanti del -Circolo Matematico di Palermo, T. XXIX (1916) p.’79, § 4].
Cfr. anele STRKLOTE, 1. ¢. 2y Chaps 1L, n. 11; - ‘ .
(% Di ogni:potenza non intera & intenide ¢onsiderare n':rtm'nlmcntt-; il
valgre aritmetico. oo o AEEEE
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e per la disuguaglianza di ScHWARY :

(4) R, i) < qumﬂn= qy uunx}

n-f-1 ‘
DUaltra parte si ha in ogni punto di ia,b):
(5) (Wim < DV N, (=0,1,2, ..},

ovecon I ¢'indicx una costante positiva, assegnabile, ed in par-
ticolare : '

. ' ;
(61 , () T D, (k=0,1,2,...
Se: . ; ‘
{7 ab,—ab,= 0 ();

di pin, per k abbastanza grande, si ha ancora:
(8, S EA = D,

D essendo del pari una costante positiva, assegnabile (%
Dalla (4) e dalla (5) segue:

/no

: o iy
9, ooy D], vepe ]S,
r'] nel
ed in ]mr{;icol:n'vj dalla (4) e dalla (6):
L fer 17t
105 mwmgn]\ num%lx,n;<
- nil XD T

~o
Poiche, a cansa delia (8), la- serie ¥, /A, [1—" eonverge per
¢

3
=g e la qoue LA

[t}
senz’ altro al sewuenco teor enm :

La serie (1) converge assolutamente ed uniformemente nell’ inter-

_“'

uy_.

per =1 la (9 e la (10} conducono

. ) 3o .
vallo (a,b), se per qualche valore di p > risulta, qualunque sia n:
. o-d
ﬂ

(11) SR 0 _ (O costante).
‘ 5 Sl

Nel caso che sia soddisfatta la (7). il medesimo si verifica, se
la (11) ha luogo per qualche valore di p > 1.

() Cfr. Srexrorr, L c. (2), Chap. 1, n. 22, 23. ;
) Cfr. StekLOEFE, Loc. (2), Remarques complementaires, n, 1, 2.
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2. La condizione espressa dalla(11) & in particolare soddisfatta,
se & limitata la successione ‘dei rapporti dei termini della serie
20 . : . . .S
%‘.k [Ax|®- By* ai termini corrispondenti della serie 3, [A,{—", ove n’

0

indiea una quantita maggiore di 5 Si ha pertanto quest’altro
teorema. (). '

La serie (1) converge assolutamente ed wniformemente nell’ inter—
-vallo (a,b), se st ha, per quaiche valore di p.> 2:

(12) JAR[* | By O ‘ (C costantc.

Nel °aso che sia sodd@sjatta la (7), il medesimo si veuﬁca se

la (12) ha luogo per qualche valore di p = 5

3. Quando si tratti di stabilire soltanto la convergenza, o
la convergenza 4ssolnt.§, della (1), quasi dappertutto nell’ inter-
vallo (a, b), fatta cioé al pill eccezione per 1, puntkdi un insieme
di misura nulla, Valgono i seguenti teoremi, che si deducono, in
base alla disuguaglianza (8), dagl’ importanti risultati, ottenuti a
questo rviguardo da HoBsoN (1), e dai risultati analoghi della
mia Nota, dianzi citata (!); teoremi, nei quali entrano ancora in
considerazione, insieme cox coefficienti di I‘OURJLR i numeri c¢a-
ratteristici A,. ‘

I. La serie (1) converge (converge assotutamente} quasi dapper-
tutto nell’ intervallo (a, b), se per qualche valore dip >0 (per qualche

1 :
alore di L>3 8t ha, qualungue sia n:

n .
D fAgir-BF= 0 (0 costante).
(1] .

II, La serie (1) converge (converge assolutamente) quasi dapper— .

. tutto nell’ intervallo (a, b) se, per qualche valore di y, > 8t ha:

llxn“Xkl“ Bk_O

k=00
(se per qualche mlme di i > 5 ¢ verificata la (]"))

Genova, maggio 1523.

()Cfr Suvnmm L e. (3), n. 4. :

(1) Cfr. HOBSON: On the convergence of series of or thoqmml functzon&
[Proceedings of the London Mathenmnml Society, Ser. 2, Vol. 12 (1912)].

“)l c. 3, 111364



