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PICCOLE NOTE 167

Intorno alla Nota di G. Loria : 
Applicazioni geometriche di una formula di F. Siacci.

Nota di Filippo Sibirani

1. Il prof. G. Loria ha voluto mostrare nel fascicolo III di 
questo Bollettino come una formula di F. Siacci sia germe di 
estese applicazioni geometriche. Il modo con cui l’autore espone 
il risultato di SiACCi, la dimostrazione che egli ne dà e la dimo­
strazione datane dal Novarese nella Nota citata dal Lo Ri A, non 
mettono, a mio avviso, in piena luce la portata del risultato, 
specialmente in riguardo alle applicazioni geometriche che se ne 
vogliano trarre e che mi sembra appaia meglio dall’enunciato e 
dalla dimostrazione che qui ne «laro.

2. Il Loria considera il quoziente dei due determinanti

Pii«!») •••• %(*») j ''Po' -'o ' 'P r ,f'<\ ' ■ ... 'p„!.-roi

cp0(.»i) '■Po'* il 'Pit'll- ...

Po'*..) pi'*..' -... tpKI.S„)

ove le cp e sono 2(n + 1) funzioni analitiche di una variabile, 
definite ciascuna in un determinato intervallo e suppone che gli 
intervalli abbiano una parte comune in cui cadono r0, .... xn»
Ora — egli dice — se xv x%.... xn si accostano ad a?0, quel quo­
ziente si presenta sotto forma indeterminata ed il suo valore è 
in generale espresso come segue:

<Po(*o) -- <M*o)

?o'(*o) Pl'Oo) ••••

Po'"'(*o) --

<Po(*o) •••• 'M*«1

<Po'(*o) .... "L'(«-»)

Nelle righe che seguono il Loria dimostra il teorema mediante 
Papplicazione della regola dell’Hospital.

Due osservazioni importanti sono da farsi :
1* La condizione dell’analiticità delle funzioni P e se è 

superflua per l’applicazione della regola dell’Hospital, per 
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la quale basta ammettere che le cp e cp abbiano derivate fino 
alle n-esime e queste siano continue in (*), costituisce una 
restrizione grave per le applicazioni geometriche che se ne vo­
gliano dedurre ; bisognerebbe limitarsi a curve le coordinate (lei 
cui punti fossero esprimibili mediante funzioni analitiche di un 
parametro.

2a La dimostrazione che il limite del rapporto il) è il rap­
porto (2), fatta con l’applicazione della regola dell’Hospital o 
con il metodo che ha usato il Novarese, è legittima qualora si 
dica che si passa al limite per aq, ... xn tendenti successiva­
mente ad Xq. Anche questa è una restrizione grave per le appli­
cazioni geometriche, perchè, ad es., il piano osculatore ad una 
curva y in P1 non si potrebbe definire la posizione limite del 
piano per PYP2P3 al tendere comunque di P2 e P3 sulla y a Pp ma 
si dovrebbe definire la posizione limite del piano per PYP2P3 al 
tenderv successivamente di P2 e P3 a Pr

3. Ma 1’enunciato relativo alla formula di Siauci può essere 
questo :

Se le cp e ù sono 2(n -+- 1) funzioni di x aventi derivate fino 
alle n-esime in un intervallo contenente x0, xlv... xn e le deri­
vate n-esime sono continue in x0, il rapporto (1) tende general­
mente (2) al rapporto (2) comunque x19 x2,.... xn tendono ad x0.

Usando di una notazione assai nota della teoria delle fun­
zioni interpolavi, il rapporto (1) si può trasformare in

Wo)

'Wo, *1) ...

'Wo, •’••'Wo, «s)

?(#o) Cpif^o) •••• . '^Pu(Xq)

»0 ..

Vyi^o, M2) ^2) ••... y„(X0, ;

To(*^O9 xn) ... #„) Wo, Wo, *’•) !

sottraendo in ciascun determinante dalla 2a, 3a,.... (n iPesima 
riga la prima e dividendo poi la 2n, 3a,.... (n -+- l)esima riga ri-

(1) Se le derivate n-esime.non fossero continue, ma esistessero i limiti 
di cpfc(n)(-»), Wn) (x) (7c = 0, 1,.... n) per .r—basterebbe sostituire, nei due 
determinanti del rapporto, alle righe (a -l- 1) esime questi limiti.

(2) 8i dice « generalmente » perchè non è escluso che il rapporto (b 

ai presenti ancora sotto la forma



PICCOLE NOTE 169

spetti rumente, per xk — Mg, M» — Mg,...M„ — a?0; e successivamente, in

?oW TiGv-
?«(«•.., <pj(«-0, .rj ... Cpj/.To, J‘j )

W ^(1 ' I '■p*- ■*’<! » , ^'2 * •* , T, ,Tz)

<Po^o,.•»),«»)

?0^(M 1 ? *^m) Tl(^o ? ... ^„(ìto, , M„)

tpo^o). ... 4>.,(^0)
••• 4>>G®0? ®1)

4<M, a?!, -.Tz),... 4n(®0» «i,

in

dalla 3\ 4\... (-r -+- l)-esimasottraendo in ciascun determinante
riga la 2a e dividendo poi le 3\ 4a,... tu -+-l)-esiina riga per x2 -- x, 
x3 — .r^.... M„ ■— xk] e poi

^2, X3 )

Vii Mg, Mp 

-p?(a?„, aj, ®2) , rn

"^1? ;^2T *^1 ?
?o(«o, ■'«’i - •*'<) P/-r», -v>,

--

.... cp„(^o, ’^1)
.... cpn(aQ, ai, 

^2? ’^*3^ •••• Tn(*^0? ,

a?z ...., ^),/a'g, Mi,

a?,., ÌFj,J»,.)

^„(a?0, .r,i

4</-ro, x„xt, xt} ..
'■poG^’o, '^-l) •'

Mq, a',c .... ^pn^Mg, Mi,

... tp,.<.roi

,.. <|>„(<r0,- M,)

... .7'|, -f\ ;

... ^n(.Z’o, .»!, ,r2, J?3)

... -^1. .a'., ^'4.

ù(/.r0, M., xH> .. -- 4..'^,' -»I, M.)

di guisa che, continuando, si giungerà al rapporto

(3)-

To(-^o) .... cp,.(Mgl

To(’^’o.? .. . ^p„iMg, Mi) -

^’1, *^2.J .... V,.iMg, Mi, Mz^

cpo(a'o, a?!, x,,....' '^',i—2, a?.t—j).... cpn(Xffy a?j,.... a7n—4)

?o^o, .^n «„.••• . .r,,-!, a?„) .... cp„(.-r0, -»„.... a?„)

<Po(^ol- '••• G^^!Mg i
••• *^1)

^0^0? ^1) ' • ... ch^Mg, Mi, Mz)

4o^O? —1) * ... 4„(a7g, .V4,.... x,,^)
X'1,^2,.... x„) . ... 4„(.To, .«!..... a?„)
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Ora è noto (/) che

?. (-»», Xn x,) = cp,.<J)(«,.s)

indicando con xrs un conveniente numero compreso fra x0 ed xs.
Allora il rapporto (3) diviene:

’pö(^o)

To(^oi) Ti (^11) ••

rf° (^02) Ti 12^ ••

To<"’(«oJ • cpA'V®,,..)

'h(Xo) ...

K^oi) ... ^,'(«„1)

...

-K" U’-m)

Per le ipotesi fatte, al tendere comunque di xì, xir.,xn ad .r0, 
il rapporto (4) tende generalmente al rapporto (2j.

Trieste, agosto 1923.

d) Vedi ad es. Schwarz H. A. Demonstration élémentaire d’ime pro- 
priété fondamentale des fauctions interpolaires. Atti della R. Accad. delle 
Scienze di Torino, Vol. XVII (1881-82) pp. 740-743.


