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PICCOLE NOTE J o]

. - . . , Vs
Considerazioni sulla nota formula idrodinamiea
di Daniele BernoulH.

Nota ¢i UmBrrro Cisorry

B ben nota la formula che esprime il cosidetto teorema di
Bernoulli, ¢ che mette in rilievo una notevole propricta delle
linee di flusso nei moti stazionari di und massa fluida, soggetta
. all’aziowe di forze conservative, quando la densitda si puo rite-
nere funzione della pressiomé. Precisamente, indicando U il po-
tenziale delle forze di massa, ¢ la densita, p 11 valore della
pressione specitica, v la velocita in un generico posto, e intro-
ducendo la quantita .
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il teorema di Bernouwlli esprime che il trinomio

1,
(N 9 vt — U+ 1,
ha valore costante lungo wna medesima linew di flusso (1), pur po-
tendo variare, il valore della costante, da una linea alPaltra,
Se si tratta di piit di moti irretazionali, per i quali

rot ¢ =),
() DaNieL Beezourny, Tydrodynamica, Argentorati (1738), pag. 19.

. ok
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il predetto trinomio ha il medesimo.valore eostante (non sempli- -
cemente lungo ciascuana linea di flusso ma addirittara) in tutti
i punti dello spazio occupato dal fluido (%).- ‘

A questo punto sorge spontanea la domanda: tra i moti
stazionari di un flnido perfetto, sono i soli moti irrotazionali atti
a godere la proprietd accennata, secondo cui il trinomio (1) &
una costante assoluta, oppure ne esistono degli altri?

Il BELTRAMI aveva gia constatato (*) che se il trinomio ha
wn valore costante in tutto lo spazio occupato dal fluido, e il moto @
vorticoso, le linee vorticose coincidono colle linee di flusso.

Mi propongo di mettere in rilievo ¢he vale anche la propo-
sizione inversa, precisamente che se in un moto vorticoso le linee
di flusso coincidono colle linee vorticose, il trinomio (1) é costante in
tutto lo spazio occupato dal fluido. E inoltre che questo moto~— che
diro di BELTRAMI — e il moto non vorticoso, sono ¢ soh ‘moti per ¢
quali il trinomio (1) mantiene valore costante in tutto il ca.mpo del fluido.

Se poi ci si pone il quesito: nei moti vorticosi, vi sono altre
congruenze di linee, oltreé quella delle linee di flusso, per .cui
vale il teorema di BRRNOULLI, cioé tali che lungo ciascuna linea
il trinomio (1) mantiene valore costante? Si consb.nt.m che anche
per le linee vorticose vale il teorema di BERNOULLI e cio era
noto (3); ma sj pud asserire che le linee di flusso e le linee vorti-
cose sono le sole congruenze di linee per le quali sussiste il teorema
di Bernoulli.,

La giustificazione di quanto prece«k costituisce altrest un
esempio della semplicitd e quasi evidenza delle conclusioni, che
i mezzi vettoriali impiegati offrono di fronte ai procedimenti
laboriosi del BELTRAMI. ' ‘

1. L’equazione vettoriale che congloba le tre equazioni idro-
dinamiche di EuLero (%)

P—t~+(rotv /\v—f—gmd( U+II)—0

() Cfr. ad es. MARCOLONGO, Meccanica razionale 11 : Dinamica, Mecea-
nica dei sistemi deformabiti. [Manuali Hoepli (seconda edizione), pag. 383].

() Considerazioni idrodinamicke. [Rendicounti del R. Istituto Lombardo,
vol. XXIT (1889), pagg. 121-1301. Cfr. anche Aprrryr, Traité de Mécanique
rationnelle. [Paris, Gauthier-Villars, T. 1I1 (1921), pag. 411}, che ha. messo
in rilievo I’importanza del tipo di moti studiati dal Beltrami.

(3) Cfr. ad esempio, APPELL, loco ultimo citato,

(Y) Cfr. ad es. Burari-Forrre MarcoLONGO, Analyse vectorielle générale;
11; Applications ¢ la Mécanique et & lo Plnlntque [Pavia, \‘Iattc 4. (19183), p. 56].
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. o . . . o - ‘
nell’ipotesi i moti stazionari, essendo ¢ =0, si riduee alla- se-
it

guente

(2) (rot v) A+ + grad (;,r’ — U+ ll):(),

e le quantita che in essa compaiono non dipendono esplicita-
mente dal tempo. .

Risulta dalla (2) che, condizione necessaria e sufficiente affinchi
il trinomio

ot — U+ 11,

(64

sin eostante, in tutto il eampo occupato dal tluido, ¢ ehe si abbia
(rot )\ r =0,

Questa ¢ soddisfatta: o per rot r-=0, c¢ioe¢ per i moti non

vorticosi; oppure, essendo rot + non nullo, quando --. e solamente
quando — ¢ e rotv sono paralleli; eioé si trasta di moti di
BErLrraAML, ‘

Con cio rimance dimostrato che il trinomio (1) ¢ une costante
ussoluta : per { moli non vorticosi ¢ per i moti rorticosi di Beltrami
e per questi due soli tipi di movimento,

2. Si suppongua il moto vorticoso ¢ designi dI” un generico
spostamento di un punto P: si moltiplichi scalarmente lIa (&)
per dP; essendo

) oy N
grad (‘, v — U + H) AP =d (‘, vt U ll).
si ottiene \ ‘

. q 4
3 : [irot yAv) < dP + d(‘, v — U+ ”) = 0.

Si rilevi che notoriamente si hanno ¢ seguenti identitd vetto-
riali- R
{4 [rot w)|Av| < dl=(rot v} X [t \NAP| == — r XX [irot ) Ad D).

Se ci si pone ora il problema @i individuare le congruenze
di linee, lungo ciascuna delle qnali il trinomio (1) si mantiene
costante, ossia si ha ’

d(f, vt — U+,|.l> —0,
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dalla (3) scende che cid ha luogo 'qua.ndo, e solamente quando
[(rot v)Av] < dP =0,

ovvero, per le (4), solamente quando si verifica una o altra
delle seguenti relazioni

(rot v) < [v AdP} =0, v [(rot v) \dP] =0,
le quali, dovendo venire soddisfatte per ogni dI’ di-ciascuna
linea, si riducono alle seguenti '
vAdP =0, (rotv)\dP—=0.

La prima di queste & caratteristicn delle linee di tlusso e la
seconda delle linee vorticose. Da qui la conclusione annunciata:
che per i moti stazionari vorticosi, le linee di flusso e le Linee vorti-
cose sono le sole linee per le quali vale il teorema di Bernoulli.

Milano, gennaio 1923,



