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PICCOLE NOTE 87

Sulle funzioni analitiche d’ordine n 
e sull’equilibrio elastico in due dimensioni.

Nota di Pietro Burg-atti

1. Seguitando le considerazioni della mia Nota precedente : 
se si interpreta y = u-+-iv come una omografia nel piano, regolari* 
nell’ area a, sussiste il teorema del gradiente (2)

jgrad d5 — - j zndx. 

0 *

essendo n il vettore unitario che definisce la normale al con­
torno ($) rivolta verso 1’ interno. Ora, detto a il vettore unitario 
che definisce Passe delle x e P un punto del contorno, si ha (con 
le notazioni della Nota precedente)

grad cp = e sul contorno dz • a — d? — in • ds:
ne consegue

Sia, £ l’affisso di un altro punto M dell’area a. Se tp non è 
regolare, ma della forma rp ; z — £, ove cp è regolare; allora, isolando 
il punto £ con una piccola circonferenza e applicando la formula 
precedente, si deduce in una maniera ben nota

Ma essendo
/ ■ 1 \ / ó \

ej — 0 e quindi y) = 7-.p,
risulta

Jf'1-

0) N. 1 di questo Bollettino.
(3) Burali-Forti e Marcolongo. Analyse Veci. Vol. X, pag. 108.
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Questa definisce la funzione H n rr -l- r'v mediante i suoi valori al 
contorno e i valori di JD$ nell’area stessa. Quando è analitica 
d’ordine n — 1 in a, la risulta analitica d’ordine n. E in par­
ticolare, se è una funzione di s, la H definita da

M) = f/Hda -dz 
e7 * Ss
□ »

è analitica d’ordine 2.

2» La formula precedente è del tipo di quelle di Green. Se 
ne può trovare una del tipo di quelle di Cauchy. Limitiamoci 
per brevità alle funzioni analitiche d’ordine 2.

Indichiamo con (Z>^2)s il valore di 2 sul contorno (§). es­
sendo <pt una funzione analitica d’ordine 2, e perciò 7)>p2 una 
funzione di z. Per un noto teorema di Cauchy avremo

7) _ ,JL_ 
Z>,'P2'~ 2tcìJ § — «

ove E 6 l’affisso d’un punto del contorno. Sia (tp2)x il valore di 
al contorno. Essendo (vedi pag. 12, Bollettino il 1)

= y A(<p») •+•

i valori di al contorno saranno

(P-)--Z-'(và

e perciò i suoi valori in a si otterranno dalle formule di Cauchy

<!»(«) = f. ~ 2 D'^8 d%.
"P e - ‘

Ne consegue da tutto questo

_ 8, 1 f (<?»). -j; 1
?» - 2^-J + J ~ 4nì J '

che è la generalizzazione della formula di Cauchy f1).

0) Bisogna notare die per mettere in evidenza i dati veramente nec­
cessari e sufficienti per P esistenza delle funzioni considerate nei teoremi 
suddetti e in quelli del n. 5 della Nota precedente, occorre un più maturo
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3. Nel corso di questo stadio m’è venuto sottocchio (ina Me- 
moria del Beltrami, che non conoscevo: « Sulle funzioni com­
plesse » (Opere, Vol. IV, pag. 245) (e mi pare sia stata dimenti­
cata, ed a torto, anche dagli analisti); nella quale ho trovato 
considerazioni che si riattaccano a queste mie e in qualche 
particolare coincidono quasi; accentuandone così 1’ interesse.

Sia /(§) una funzione di £ = d 4- ib monodroma finita e con­
tinua, entro l’area a racchiusa dal contorno (§); e sia z = x iy 
l’affìsso d’un punto arbitrario del piano (entro a o fuori). Bel­
trami ha considerato la funzione

o

e ha dimostrato eh’essa è monodroma finita e continua'in tutto 
il piano e che s’annulla all’infinito. Le sue derivate sono discon­
tinue soltanto sul contorno. Infine, in tutti i punti del piano 
soddisfa all’ equazione

?);?== —

No consegue, dalle nostre ricerche della Nota precedente, che 
co testa z> è una funzione analitica d’ordine z entro (s), mentre 
all’esterno, dove/^) = (), 6 una ordinaria funzione analitica.

Più generalmente, se u 4- iv è funzione di a e b (non di £), la 
funzione

, Cu ir 
? J

gode ancora delle proprietà precedenti e si ha

D^f — — 2n(u -t- iv) — 'L,

ove qui «4- iv è funzione di x e y. Ne risulta che, se u 4- iv è 
funzione analitica d’ ordine n — 1 (definita in a), la cp è analitica 
regolare d’ordine n in a, mentre è analitica d’ordine n — 1 al­
l’esterno (H — 0). In sostanza <p cambia l’ordine di analitici tà 
attraverso (s). Questa è una proprietà interessante sotto certi 
punti di vista. v

Altre notevoli proprietà si potrebbero vedere; ma io mi limito 
a questo accenno e passo a una applicazione.

esame, che qui non intendiamo di fare. Si sa, ad esempio, che già per le 
funzioni analitiche ordinarie — 1) basta conoscere sul contorno la loro 
parte reale, perchè risultino determinate .entro l’area a (a meno d’ una, 
costante).
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4. L? equazione per P equilibrio elastico in due dimensioni e 
assenza di forze di massa è ' ,

(X 4- 2pi) grad 9 — pi rot (eo/s) — 0;

in cui, dette u e u le proiezioni dello spostamento sugli assi, si 
deve porre

 du dv dv du
dx~*~dyJ W dx dy’

le essendo un vettore unitario normale al piano. Introducendo Pope- 
ratore i equivalente a fc/\, essa diventa

(X 4- 2pi grad 6 — pi grad co/\le = grad [(X 4- 2»i) 9 4- /piw] — 0;

od anche, con simboli già usati,

J9f[(À.4-2pi)0 4-Hito] = O.

Ma si ha manifestamente

(1) . 9 4- za) = D^u 4- w);

perciò la precedente diventa

(2) piD-D^u 4- iv) 4- (X 4- p,) Dfi = 0.

Per il noto fatto che 9 è funzione armonica, si deduce di qui

(3) ptD?D^ 4- iv) = - (X 4- 1i) A W = — (X 4- pi) A 9 = 0 ;

la quale dimostra che D^u 4- iv) è funzione analitica del Secondo 
ordine, talché, in base alle cose dette nella Nota precedènte, po­
tremo porre

piDi(u 4- iv) — 24- CpAl)*

Ma il secondo membro può assumere la forma

Dì(zJ(zi) 4- ;
ne consegne
(4) . ll(n 4- rv) — 4- ^i) 4- P(z).

Quésta espressione di u-i-iv soddisfa la (3); ma non è detto 
che in tutta la sua generalità veritieri anche la (2). Bisognerà 
sostituirla in (2) e vedete quali relazioni devono passare tra le 
funzioni /, e tp. A tal fine basta unire alla (1) 1’ equazione

9 — ico — D^u — iv)

e ricavar 9. Allora la (2) diventa

(X 4- 3pi)Di'JDi(u 4- iv) -h (X 4- pi)Dii(u — iv) = 0.
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Ma, essendo per le formule precedenti

D/D/u -4- w) = 4/(2j \ D^u — w) = 4 p"^),
ne consegue

(À 4- 3p)/'(£j) -J- (X -+- p) ^pz,(^i) 0.

Dunque nella (4) si dovrà porre

Cp(«) = — + OS ;

essendo e una costante. Così abbiamo infine

l‘(« + iv) — «/(«J -i- tpiz^ — / «)à -4- cu ;

che è la notevole soluzione di Kolossoff (l). Con questa si pos­
sono poi calcolare facilmente le tensioni elastiche e fare varie 
interessanti applicazioni, come si può vedere nella Memoria di 
quell’ Autore.

Bologna, gennaio 1923.

(*) Zeitschriftj 1914 (non 1910, come fu stampato nella Nota precedente).


