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PICCOLL NOTE

Sulle funzioni analitiche 4’ ordine n
e sull’ equilibrio elastico in due dimensioni.

Nota di P1iz1ro BURGATT!

. Segnitando le considerazioni della mia Nota precedente (g
s siinterpreta p—w-+iv come una omografia nel piano, regolare
nell” area o, sussiste il teorema del gradiente (%)

~

[gmd gds = — |znds.
E ’

essendo n» il vettore unitario che definisce la normale al con-
torno (8 rivolta verso 1'interno. Ora, detto @ il vettore unitario
che definisce ’asse delle x ¢ £ un punto del contorno, si ha (eon
le notazioni della Nota precedente)

grad ¢ =(/);p)e, e sul contorno dz-a=dp=1in.ds:

ne consegue
. ir
I)’ -d—: :"‘112.
¢} &

Sia J Daffisso di un altro punto A dell’area 5, Se 5 non &
regolare, ma della forma ;2 — g, ove § & regolare; allora, isolando
il punto J eon una piccola circonferenza e applicando la formula
precedente, si deduce in una maniera ben nota

) > 1 q
J l),(z i C)ds —_ —ij‘z—{‘}i ds = 2,
; g 5

8

Ma essendo

1
D,-< ,>:0 e quindi ,1),(

2 =3

: 1
2 M) :j.zl)"pw s —
-

[s)

risulta

() N. 1 di guesto Bollettino.
() BurarLt-Forrt ¢ MarcoLoNgo. Analyse Veel. Gién, Vol, X, pag. 108,
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Questa definisce la funzione Y ==u + iv mediante i suoi valori al
contorno ¢ ¢ valori di Dy nell’ area stessa. Quando D & analitica
d’ ordine » — 1 in 4, la ¢ risulta analitica d’ordine n. E in par-
ticolare, se Dy & una funzione di 2, la ¢ definita da

2nd M).jf‘i- o7 z_fvdz

& analitica d’ordine 2.

2. Ta formula precedente & del tipo di quelle di GREEN. Se
ne pud trovare una del tipo di quelle di CAvUcHY. Limitiamoei
per brevita alle funzioni analitiche @ ordine 2.

Indichiamo con (D;3p,), il valore di Dyp, sul contorno (s). es-
sendo ¢, una funzione analitica d’ordine 2, e percio Dy, uua
fanzione di 2. Per.un noto teorema di CAUCHY avremo

. i (-chp2).\'
]){‘pz —_ 21_”(" g . ; (?&,
3

ove £ & D'affisso d’un punto del contorno. Sia (p,), il valore di o,
al contorno. Essendo (vedi pag. 12, Bollettino n. 1)

zl ‘ {
= D) + iz,
i valori di ¢(2) al contorno saranno

(cpz)s - gl (Di‘\o-))w

e pereio i suoi valori in o si otterranno dalle formule di CavcHY

1 ps —*‘,&(D\Ozs dE
2d E—z ‘

e .
g

bie) =

Ne consegue da tutto questo ?
% (Digps)s (% a5 — j& D‘Pz
%—”fmij E—z €+ o 2m E— & — 4 Ag:
s

che & la generalizzazione della formula di CAUCHY (1),

() Bisogna notare che per mettere in evidenza i dati veramente ne-
cessari o sufficienti per | esistenza delle funzioni considerate nei teoremi
snddetti e in quelli del n. 5 della Nota precedente, occorre un pitt maturo



+ e s

PICCOLE NOTE " ]9

3. Nel corso di questc stadio m’é venuto sott’occhio una Me-
moria del BELTRAMI, che non conoscevo: « Sulle funzioni com-
plesse » (Opere, Vol. 1V, pag. 245) (¢ mi pare sia stata dimenti-
cata, ed a torto, anche dagli analisti); nella quale ho trovato
considerazioni che si riattaccano a queste mie e in qualche
particolare coineidono quasi; accentuandone cosi I interesse.

Sia f(E) una funzione di §—=ada + ib monodroma finita e con-
tinuna entro 1’ area s racchiosa dal contorno (38); e sia z2—=x + iy
I’ affisso d’ un punto arbitrario del piano (entro 5 o fuori). BEL-
TRAMI ha considerato la funzione

N G

¢ ha dimostrato ch’ essa & monodroma finita e continua in tntto
il piano ¢ che ¢ annulla all’ infinito. Le sue derivate sono discon-
tinne soltanto sul contorno. lnfine, in tutti i punti del piano
soddista all” equazione

Dyp = — 2rf (2.

Neconsegue, dalle nostre ricerche della Nota precedente, che
cotesta » ¢ una funzione analitica d’ordine z entro (s), mentre
all’ esterno, dove fiz) =0, & una ordinaria funzione analitica.

Pitt generalinente, se u -+ & funzione di e e b (non di’g), la
fuanzione

Su e
=iy ds
P = Ez
gode auncora delle proprietd precedenti e si ha
D;p = — 2n(u + iv) =},

ove qui u-+dv ¢ funziome di # e y. Ne risulta che, se w +iv &
funzione analitica d’ordine » — 1 (definita in ), la ¢ & analitica
regolare d’ ordine » in g, mentre & analitica d’ordine » —1 al-
I’ esterno ($=0). In sostanza ¢ cambin I’ordine di analiticita
attraverso (8). Questa & una proprietd interessante sotto certi
punti di vista. '

Alfre notevoli proprieta si potrebbero vedere; ma io mi limito
a questo accenno e puasso a una applicazione.

esame, che qui non intendiamo di farve. Si sa, ad esempio, che gid per le
tanzioni analitiche ordinarie (n=1) basta conoscere sul contorno la loro
parte reale, perché risultino determinate.entro l'area s (a2 meno d’una
costante).
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4. 1’ equazioneé per 1’ equilibrio elasmco in due dimensioni e
assenza di forze di massa & '

%+ 2p) grad 6 — p rot (wk) = 0;

in cui, dette w e v le proxezxom dello spostamento sugli assi, si
deve porre
N N )
T YT a oy

k essendo un vettore unitario normale al piano. Introducendo l'ope-
ratore ¢ equivalente a k/\, essa diventa

(A +2u grad 6 — p grad o Ak = grad [(% + 2) § + ipw] =0;

od anche, con simboli gia usati,
' D[+ 24) 0 4 dpow] = 0.

M=z si ha manifestamente
(1) . b+do = D/u + iv);
percio Ia precedente diventa _
@) wD; Dy -+ iv) -+ (. + 1) D=0,

Per il noto fatto che § & funzione armonica, si deduce di qui
(3) uD'ED(u+ )= — X+ p)D;/ DI =— (A+p) AV=10;

la quale dimostra ehe D, (u + év) & funzione analitica del secondo
ordine, talche, in base alle cose dette nella Nota precedente, po-
tremo porve )

wDi(w + iv) = 22f(2)) + ©'(2)).

Ma il secondo membro pud assumere la forma

_ Dy(zf(z)) + @(2,);

ne consegue

(4) ww + ) = 2f(z,) + p(2,) -+ (2)-
Questa espressione di w + v soddisfa la (3); ma non e detto

che in tatta la sua generalitd veritichi anche la (2). Bisognera |

sostituirla in (2) e vedete quali relazioni devono passare tra le
funzioni f, ¢ e $. A tal fine basta unire alla (1) I’ equazione

5

b — 0 = D;{u — iv)
e ricavar 6. Allora la (2) diventa

(A + 30) Dy Dyt + i) 4+ () + p)DHu — iv) = 0.
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Ma, essendo per le formule precedenti 7
Dy Diw+iv)=4f(z, Dl u—iv)=47"(z),

ne consegue .
(A + 3u)f'(2,) +- (h + ) p”(2,) = 0.

Dunque nella (4) si dovra porre
A+ 3p
T A+

ol = fleys +- oz

essendo ¢ una costante. Cosl abbiamo infine

' A+3
w(u ~+ ) = 2f(2,) + lz,) — )\—: :ff;z)dz -+ ¢z

" che ¢ la notevole soluzione di Korossorr ('). Con questa si pos-
sono poi calcolare facilmente le tensioni elastiche e fare varie
interessanti applicazioni, -come si puo vedere nella Memoria di
quell’ Autore. ,

Bologna, gennaio 1923.

*) Zeitschm':ft, 1914 (non 1910, come fu stampato nella Nota precedente). .



