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SUNTI DI LAVORI ESTERI

Funzioni analitiche. — G. Julia. Sur quelques propri étés nouvelle» 
des fonctions entières ou méromorphes. (« Ann. de l’École normale 
sup. », trois Mémoires, 1919, 1920, 1921).

Il celebre teorema di Picard asseriva che una funzione uni­
forme avente in 0 un punto singolare essenziale isolato, prende 
infinite volte ogni valore in un cerchio di centro O arbitraria­
mente piccolo,. eccettuati al più due valori — valori eccezionali. Le 
tre memorie qui riassunte hanno per scopo di precisare questo 
teorema, giungendo alla medesima conclusione in un dominio assai 
più ristretto, che non circonda il punto singolare essenziale. La prima 
Memoria studia l’andamento della funzione quando m si appros­
sima al punto 0 con continuità lungo curve simili ad una curva 
data 0. Si supponga 0 all’ infinito. La curva 0 descritta dal 
punto T — fit), dove t varia da 1 a -u oc, è arbitraria : si pub 
supporre che essa vada da +1 a + ^. Il punto zfit), con z fìsso, 
descrive al variare di t, la curva zC ; ed è su queste curve zC 
che si studia 1’ andamento di fiz), studiando la famiglia di fun- 
zioni ft(z) = fiz fit}) dipendente dal parametro reale t ed i punti 
dove essa famiglia non è normale. Accenniamo ai risultati es­
senziali.

Teorema fondamentale. « Pejr ogni funzione intera fiz) e per 
« ogni curva P circondante l’origine, esiste almeno un punto zQ (’) 
« avente la seguente proprietà : Dy essendo un cerchio arbi trari a- 
< mente piccolo di centro z0, il punto zfit) (*) spazza intorno alla 
« curva z0C una striscia A di apertura arbitrariamente piccola col 
« raggio di S)o, ed in questa striscia f(z) prende infinite volte ogni 
« valore finito, salvo un valore eccezionale al più ». In particolare, 
se fit) — t, A è un angolo di apertura arbitrariamente piccola, e rac­
chiudente il raggio az^ Esempi : 1) fiz) = e2, fit) — t ; i punti z 
riempiono l’asse immaginario. 2) fiz) — , la nota funzione intera

0) In un tale punto #0 la famiglia delle ft(z) non è normale.
(2) Dove t varia da 1 a co, e z descrive Do­
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di W^iBRSTRAsà della teoria delle funzioni ellittiche: se C è una 
spirale, ogni punto del piano gode della proprietà fondamentale 
precedente. .

La proprietà fondamentale si estende ad ogni funzionò inero- 
morfa avente almeno un valore asintotico, i valori eccezionali 
potendo essere allora due al più, finiti od infiniti. Esempi : 

e*z—l . . .1) thz — per a(t) — k, i zQ riempiano Passe immaginario.
2) Per la di Weìerstrass, per ogni 0, ogni punto del piano 
pòssiede la proprietà fondamentale.

Segue da ciò che, salvo uno o due valori di a, le, radici di 
ogni equazione f(z) — a = 0 si accumulano in vicinanza delle 
curve £0, e, per.esempio, i loro argomenti hanno almeno un valore 
limite comune.

Quando la /(s) meromorfa non ha valore asintotico, è pos­
sibile di_ dividere il piano -s in un’infinità di poligoni curvilinei 
finiti adiacenti, tali che in ognuno di essi /(s) prende una sola 
volta ogni valore. Per' fisi) == cp(log z), con tp doppiamente periodica 
coi periodi a*(reale) e 2ni, f(z) ammette a e oo come punti singolari 
essenziali, senza valori asintotiei. Fatto nessun punto del
piano ammette la proprietà fondamentale : P ipotesi dell’esistenza 
di un valore asintotico dunque indispensabile se si vuole rite­
nere sicura P esistenza delle striscio A di apertura arbitrariamente 
piccola in cui f(z) prende ogni valore, eccettuato uno o due al più.

* * * '

La seconda Memoria studia l’andamento di/(s) quando si tende 
al punto essenziale z~‘oq mediante i punti s, za. za*, .... za”, , 
a numero complesso arbitrario di modulo >1. È fondamentale il 
teorema : « Per ogni funzione intera, o meromorfa con almeno un 
« valore asintotico, esiste per ogni a (con \'<a | > 1) un insieme EQ 
« di punti aventi la seguente proprietà : Nò Dy è un cerchio arbitra­
le riamente piccolo circondante im punto di EQ, e DgO, S)0os,....
« sono le aree consecutive, la funzione f(z) assume infihite volte 
« ogni valore (salvo due al più, di cui uno è oo per le funzioni 
« intere) nell’insieme delle aree S>0on ». I punti di Ea sono quelli 
dove la famiglia delle funzioni /n=/(zo”) non è normale.

Proprietà di Ea.'Esso è chiuso, dipende da a, contiene sempre 0 
e oo ; è perfètto in casi molto generali. Può essere numerabile, come 
per la funzione intera d’ordine zero H : non è numera­
bile se la funzione meromorfa ha almeno due valori asintotici 
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distinti, finiti o no (P°° è valore asintotico per ogni funzione 
intera).

Per j\g) = e2, 1) se arg a è commensurabile con 2n, E7 si com­
pone di un numero finito di raggi intorno all'origine; 2) se arg a 
è incommensurabile con 2rc, ogni punto del piano appartiene ad Pb. 
Questo insieme può dunque essere continuo (lineare o superficiale). 
Per la £(#) di Weierstrass, E„ contiene sempre tutto il piano. 
Può Ea essere un insieme perfetto discontinuo; così è per la fun­
zione intéra di Poincaré soddisfacente a /(ss) P(/(s)), dove,
nel polinomio P(z) — ss -u s^, fissato s, si prenda p abbastanza 
grande. Le funzioni meromorfe di P soddisfacenti ad equazioni 
funzionali del tipo /(ss) — R(z), dove R è razionale, danno esempi 
in cui Es è una curva di' Jordan priva di tangenti, o con punti 
doppi ovunque densi su di esso; Ea può pertanto essere un con­
tinuo lineare di natura complicata.

Essendo s§ qualunque in E^ i punti z^f (n — 0, 1, 2, .... oo, 
si avvicinano asintoticamente ad un9 infinità di radici di ogni equa­
zione f(z) — a = 0, salvo al più due valori di a: in altri termini, 
si può trovare una infinità di tali radici s/tt), Szia),.... zfa),.... 
e di indici corrispondenti n19 n2, .... tali che tenda
ad 1 per p oo. La successione n, dipende evidentemente da a.

Per Ze funzioni meromorfe prive di valori asintotici, V insieme E„. 
può non avere punti distinti da 0 ad oo, mentre soli i punti di E? 
diversi da zero ed infinito offrono interesse per il nostro studio. 
Ecco tuttavia alcuni risultati generali.

Quando nella funzione meromorfa f = le funzioni in- 

tere G e GY non sono entrambe di ordine zero, 1) ò esiste Er- oltre 
a 0 e oó, 2) oppure, qualunque sia s^, 1’ insieme s„ —/(s^s") 
n = 1, 2,oo) è denso in tutto il piano z. v

Quando non esiste all’infuori di 0 ed oo, in qualunque 
altro punto del piano la famiglia delle /„ ^/(ss") è normale. Si 
può allora asserire : 1°) o /(s) prende ogni valore senza eccezione 
nell’insieme dei domini (So. area arbitrariamente piccola 
attorno a Sy) ; ciò accade certamente quando nessuna funzione 
limite delle /„ si riduce a costante; 2)° oppure, se vi sono valori 
eccezionali che /(s) non prende nelle Dg^" ognuno di questi valori 
è una costante, limite della successione delle /„, alla quale/is) tende 
uniformemente in una successione di domini ©0znp, p oo ; Do può 
allora essere preso arbitrariamente grande, ma non contenente 
l’origine. . > .

Tendendosi all9 infinito con punti q=^0, =hl, ±2,...)
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accade^ per ogni funzione meromorfa di ordine >2, che 1°) o la 
successióne delle •+* M- è cke-rsa in àrsa ii jnano z,
2°) od esiste un iasietoe in ógni punto del quale la famr-
glia./*, « =/(*+'>&>!+ fa>t) non è normale. Per piccola che sia 
Farea ^ circondante un punto di wz, A®)' assumerà infinite 
volte ogni valore finito od infinito (salvo due al più) nell9 insieme 
delle aree Do Piw/ -+- . La successione dei punti z0 -i- -+- qtot
si avvicina allóra indefihitainénte ad un’infinità di radici di ogni 
equazione y(z)'-^a==0, salvo al più due valori di a. Si noti che 
le funzioni doppiamente periodiche sono funzioni meromorfe di 
ordine 2 .

' . A . ó*

Nella terza Memoria, essendo data una successione arbitraria 
di numeri complessi a17 ot,.... an,.... a modulo crescente indefini­
tamente, si studiano i valori che assume /(«) nei punti zoa„, con­
siderando la famiglia delle /n(z)=/(«an). È un’ a^rossLmuàus 
discontinua irregolare del punto singolare essenziale all’infinito.

Sia E'' l’insieme dei punti dove la famiglia/n non è normale: 
interessandoci soltanto i punti distinti da 0 ed oc. Per ogni 
funzione meromorfa a due valori asintotici almeno (o funzioni 
intére ad un valóre asintoto finito) E esìste (all’infuori di 0 ed-oo) 
qualunque sia la successione o„. Nella successione delle aree ®0
arbitrariamente piccola intorno ad un punto zQ di E, f[z) prende 

. infinite volte ogni valore finito od infinito, salvo due al più.
Limitandoci alle funzioni infere generali, E esiste sempre 

(all’infuori di 0 ed oo), quando l’insieme dei punti '#/«); an 
(p, w—1, 2, .... oo) ammette un punto limite £0 distinto da 0 ed oo; 
a è un numero finito e le zp(a) sono le radici di /^) — a — 0. Ciò 
accade sempre : 1°) se la successione oM non cresce troppo rapi­
damente ( 1 < < Q\, .2°) oppure se gli zeri di /(«) o di fifi) — a

\ * a n J
non sono troppo rari < Q ].

\ /

E non può ridursi a 0 ed oc se non quando la on cresce assai 
rapidamente, e se la funzione fiz) ha zeri abbastanza rari perché, 
qualunque sia a, l’insieme zp(a) : oM non abbia altri punti limiti 
all’infuori di 0 ed oc; /(-s) non dovendo inoltre avere valori asin­
totici finiti. Leeone un esempio: sia

• - /(è) = n (1 ——il» 3>1, l<j«l = Vo”*4<-+»)2.
n=l \ qn'
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Per questa fa-azione e per ogni regione D non contenente 0 nèoo, 
i valori di /(«?) nei punti zin (^ove z descrive D) tendono unifor­
memente alP ss .con n. Ma avendosi una funzione intera qualsiasi, 
la rapidità di crescenza dei aM non basta a ridurre JE a (0, oo), 
poiché data una successione a„, se ne può sempre formare una 
più rapidamente crescente s„, per la quale P insieme esiste oltre 
a 0 ed oo.

Rimarrebbe ancora da studiare P influenza, su J£, della rego­
larità di crescenza di f\z) o della successione oM, e da vedersi se 
e fino a che punto i risultati ora indicati si possono estendere 
alle funzioni meromorfe. (Dall’ Autore).

Funzioni. — 8. Ruziewicz. Sur le8 fonotion» qui ont méme dérivée 
. et doni la différence n’ est pas constante. « Fund. Math. »

1920, pp. 148-151.
L’A. dà un esempio semplice di un’infinità di funzioni aventi 

la medesima derivata, finita o no, in tutti i punti di un inter­
vallo, ma non differenti tra loro per una costante.

Il primo esempio di tale specie fu dato da H. JELahn {fiber 
den Fundamentalsatz der Integralrechnung. Monatshefte fiir Math, 
and Phys., Bd. 16, 1905, pp. 161-166). I. t.

----- W. Sierpinski. Sur les rapports entre Vexistence des intégrales
1 1

(1) J/(«, yidx, j fix, yidy 
0 ó

et
11

(2) J dx §f{®, y)dy 
0 0

« Fund. Math. », t. I, 1920, pp. 142-147.

L. Lichtenstein. (Brace matematyczno-fizyczne, t. XXI, 1910, 
pi 11), dimostrò che, se f(x, y) è una funzione definita nel campo 

0<y<l, ed ivi limitata, e se per essa esistono i due 
integrali (1), presi nel senso di Riemann, allora esistono anche 
V integrale (2) e P analogo

i i

(3). | y)d.v,
0 0

pie itraìnbi nel senso di Riemann (ed essi sono uguali).
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óierpinski fa vedere che non avviene altrettanto se gli inte­
grali, invece di essere presi nel senso,di Riemann, sono degli 
Integrali di Lebesgue, e ciò ammettendo che la potenza del 
continuo sia aleph-uno. Mostra pure (ammettendo il postulato 
di Zermelo) che desistenza, per una funzione limitata, degli 
integrali riemanniani (1), (2) e (3) non porta necessariaménte 
quella dell* integrale superficiale

I |/(<», y)àxdy,.

prèso nel senso di Lebesgue. l.t.

Funzioni. — W. Siebpinski. Sur un problème de M. Lebesgue. 
« Fund. Math. », t. I, 1920, pp. 152-158.

Lebesgue (Sur les fonctions représentables analyiiquement, 
Journ. de Math., 6e 8., t. >1, p. 199) aveva posto la questione di 
sapere se basta, per poter after mare che una funzione f(x, y) 
è di classe a (classificazione di Baire) nel piano (x, y), che essa 
sia di classe a su ogni retta x = cost e su ogni curva y =/(&); ed 
aveva risposto affermativamente, nel caso di a = 0. Ora il Sier- 
Pinski dimostra che ciò è vero anche se è cxa=1; e che, invece, 
ammesso che la potenza del continuo sia aleph-uno, ciò non si 
verifica più, se è a — 2. I. t.

—— W. Siebpinski. Démonstration d’un théorème de M. Baire sur 
les fonctions représentables analytiquement. « Fund. Math. », 1.1, 
1920, pp. 159-165.

L’A. dimostra nuovamente, ma senza l’uso dei numeri tran­
sfiniti e senza utilizzare la teoria degli insiemi misurabili B, il 
seguente teorema, dovuto a Bairè: « ogni funzione rapprese nta- 
« bile analiticamente è puntualmente discontinua su ogni insieme 
« perfetto, quando si trascurino gli insiemi di prima categoria 
« rispetto a questo insieme perfetto ».

Rammentiamo che un insieme, contenuto in un insieme per­
fetto P, è detto di prima categoria, rispetto a P, quando è for­
mato dalla riunione di un’ infinità numerabile, d’ insiemi non 
densi su P. ' ' l. t.
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Funzioni. — Sierpinski, Sur les suites transfinies convergenies de 
fonctions de Baire. « Fund. Math.», t. I, 1920, pp. 132-141.

Diremo che una successione transfinita di numeri reali del 
tipo Q (ove <2 indica il più piccolo numero della terza classe)

H) an «2,...., a<ov ,.... (£ < Q)

ha per limite il numero a, se esiste, per ogni numero positivo e, 
un numero ordinale p, — p,(e) < £2, tale che, essendo p,<£ <£2, sia 
anche | — a | < e. Diremo poi che una funzione di una variabile
reale /(a?) è limite della successione transfinita (del tipo £2) delle 
funzioni

<-l /ilari, ft(x)..... fjx), tyx)

se, per ogni x reale, questa successione ha per limite f(x).
Ciò premesso, il Sierpinski dimostra:

a) che, se la successione di numeri reali (1) è convergente, 
tutti i suoi elementi sono uguali, da un certo punto in poi ;

b) che, se la successione (2) è una successione convergente 
di funzioni continue, tutti i suoi elementi sono uguali, da un 
certo punto in poi;

c) che la funzione limite di una successione transfinita 
convergente (del tipo £2), di funzioni di prima classe, è una fun­
zione di classe <1 (classificazione di Baire);

d) che una successione transfinita (del tipo £2), di funzioni
di classe 2, può avere per limite una funzione che non sia una 
funzione di Baire. Z. t.


