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RECENSIONI

Darstellung und Begrilndung einiger neuerer JBrgebnisse der Funktio— 
nentheorie, di Ed. Landau (Berlin, J. Springer, 1916).

Questo libro, che in poche pagine racchiude una densa ed 
interessante copia di materia, è già pubblicato da sei anni : ma 
non è noto fra noi quanto merita, e perciò crediamo di fare cosa 
utile ai soci dell' II. M. I. dandone qui un ragguaglio alquanto 
parti col areggi ato.

L’opera, che non richiede dal lettore nulla più della cono
scenza degli elementi della teoria delle funzioni, si propone di 
dare notizia di un certo numero di proposizioni pertinenti a 
questa teoria e scoperte in tempo relativamente recente: esse si 
riferiscono specialmente al comportamento di una serie di potenze 
sulla sua cii conferenza di convergenza ed alla relativa continua
zione analitica ; molte di queste proposizioni, presentate dap^- 
prima con dimostrazioni laboriose, si sono potute in seguito pro
vare con procedimenti più semplici: di questi, non pochi sono 
dovuti all’Autore, ed ottenuti con acuta analisi che, liberandosi 
da considerazioni parassitane, metta in luce il nucleo della que
stione. La redazione, assai accurata, è condotta in modo da indi
care al lettore/ogni minimo passaggio di calcolo, pure invoglian
dolo a consultare le memorie originali : in ogni modo, il libro d-el 
Landau è ben lungi dall’avere il carattere di compilazione, non 
solo per le semplificazioni che egli apporta alle dimostrazioni degli 
altri autori, ma anche perchè a lui sono dovuti alcuni dei più 
notevoli fra i risultati.

Una opportuna innovazione si riscontra nella Introduzione 
(pag. 7-16), in cui, di ciascuno dei sette Capitoli di cui è com
posta l’opera, è data una visione preventiva, indicando per cia
scuno l’essenza della questione trattata, lo.scopo, i precedenti: 
agli enunciati dei teoremi è data, in questa introduzione, una 
forma alquanto più generale che nel testo, ma una generalità 
più di apparenza che di sostanza.
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L’A. è parco di notazioni che non siano dell’uso comune: 
segnaliamo le scritture :

f(x) = O(g(x)), fin) = o(g(x)),
da lui introdotte da tempo, ad indicare che, essendo/(.r) funzione 
complessa e g(x) funzione positiva, è rispettivamente |f\x] 'g(x) 
limitata ed f(x)*g(x) tendente a zero, per x tendente ad un va
lore determinato £ (che può essere anche 4- oc), e la scrittura 
fi.x).^ g(x) per indicare che f(x):g(x) tende all’unità.

Accenniamo ora brevemente al contenuto dei singoli Capitoli.

Cap. I. Serie di potenze limitate. - Indichiamo con E, pei' 
brevità, l’insieme di tutte le serie di potenze convergenti nel 
cerchio | x | < 1 ed il cui valore assoluto, entro questo cerchio, 
non eccede l’unità.

1) Condizione necessaria e sufficiente perchè una = 
appartenga ad Z7, è che posto

*..(«) =
V—0

t„(x) = 80(x) 4- 8jx) 4- ... 4- 8„(x) 
n 4- 1

sia, su tutta la circonferenza | x \ = 1 e qualunque sia n, t„\x] <1. 
Il numero 1 è limite superiore per le £rt, ed anche massimo, poiché 
è t„(I) = 1 per l’elemento f(x) = 1.

2) Nell’insieme JEJ, per un dato n, le -8n\ hanno per limite 
superiore il valore dato da

IV /1-3V /I • 3... (2n — 1)\2 
2j + \2-d + 2 - 4... 2n / ’

proposizione notevole, dovuta al Landau, e di cui la dimostra
zione (p. 22) si potrebbe forse semplificare; di Gn è dato colla 
$Mrz>^logn, il valore assintotico, con procedimento che coincide 
con quello già usato in circostanza analoga, dal Cesàro (Analisi 
infinitesimale, p. 95) (').

3) Si può costruire (Féjer) una f(x) di E per la quale 
le 8n non sono limitate.

Ò) Conviene notare che la questione delle serie di potenze limitate 
ha formato oggetto di lavori ulteriori : v. 0. SsÀz, Math. Zeitschr., T. I, 
p. 163 (1918), dove si trovano anche le indicazioni bibliografiche, e id., 
ibid., T. 8, p. 302 (1920).
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4) Per ogni elemento di JE7, posto

0TC(r) = 2|aI1|f-, 
0

si ha 01t(r) = o\(l — r) 2/ (Hardy) ; esiste poi un numero positivo 
e minor d’uno 6 tale che e, per tutto U, ®Ì£(0)<1 (Bohr) ; 
vale 0 = |, ma non alcun numero maggiore di |.

o o
Conseguenza di questo ultimo teorema òche per f(x) = Zanx'\ 

convergente in un cerchio jR, si ha

2 ! «» i ?" < M3ss), 
0

per p<| R ed essendo M(r) il massimo valore assoluto di /w 

sulla circonferenza \x\ = r. In particolare, per una funzione in
tera, la disuguaglianza vale qualunque sia p.

Cap. II. Sommabilità (l’ordine superiore. - Data la succes
sione di numeri complessi

e posto si formi d’una parte

aQ 4- aY 4- .... 4- an = 0)
S0(0> 4- S/0* 4- .... 4- ^0) L ^(1)

4- — 4- 8n(k-1} = &,<*>,

(H —1~ Zc\& I ; si formi d’altra parte

a0 4- a1 4-.... 4- an = Vo>

—(v> ■+• a><0> -+- .. + Vo)) = V"
W+l

-+- A/*-1’ +.... 4- *„<*-*’) — V".

Se esiste il lim — s, si dice, come è noto, che la serie 
-r—<x> 0

è sommabile d’ordine fc nel senso di Oesàro e che « ne è la somma 
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(o limite) generalizzata secondo Cesàro di ordine le; se esiste il 
lini hn(k) = 8\ si dice che la serie stessa è sommabile d’ordine le 
nel senso di Holder e che s' ne è la somma generalizzata secondo 
Holder di ordine le. L’esistenza del limite di cn(/) porta a quella 
del medesimo limite, per cn(1{+r\ r = 1, 2,...; e così se s' è il limite 
di lin{k\ è pure il limite di kn(1l+v) per r = 1, 2,...; l'esistenza del
l’uno o dell’altro porta alla regolarità di j\x) per j x | < 1 ; in
fine esistendo s, esso è il limite di f(x') (piando x tende radial
mente ad I.

Ora, è stato dimostrato da Knopp e da Schur che s ed 
coincidono, cioè che sono identiche le somme generalizzate se
condo Cesàro e secondo Holder; alle dimostrazioni complicate 
date primitivamente di questa identità. l’A. ne sostituisce una 
assai semplice ed elegante, dovuta ad I. Schur.

Nota poi come si presenti la questione, se la sommabilita 
d’ordine finito sia condizione necessaria perchè 1\x> tenda a li
mite finito per x 1, e si risponde negativamente mediante 
l’esempio, dovuto a Littlewood, di una serie di potenze con
vergente per x < 1 e non sommabili4 di alcun ordine finito, per

la quale è lim fxj — é2.

Cap. III. Inversione del teorema dì Abel sulle serie dì 
potenze.

1) È ben noto il teorema (I’Abel, secondo il (piale dalla 
convergenza di 2a„, di cui sia l la somma, segue che per x ten-

o
dente radialmente ad .1, la jixi tende ad l. Mentre questo
teorema non è generalmente invertibile, come ne dà esempio la 

-- è interessante di cercare condizioni sotto cui valga l’in
vertibilità: si ha in proposito una proposizione data da tempo da 
Tauber, dimostrante che se nan tende a zero ed f(,r) tende ad l 
per .r tendente radialmente ad 1, è — Z.

o
2) Questo teorema è esteso dall’A. al caso che x tenda ad 1 

secondo una successione di punti xm — 1 — con lirnrm~0 
e cos > 6 > 0 e da Hardy e Littlewood al caso che .r tenda 
ad 1 seguendo una linea tangente internamente alla circonfe
renza \x =1 e la cui ordinata sia funzione continua e mono
tona dell’ascissa: sempre nell’ipotesi che nau tenda a zero.

3) Ma era difficile sostituire quest’ultima condizione con 
un’altra meno restrittiva : ad esempio quella che nan rimanga limi-
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tata per ogni n, A ciò sono giunti Hardy e Littlewood con dimo
strazione di carattere piuttosto recondito, e collegata con un7 altra 
proposizione degli stessi autori assai notevole in sèstessa, e relativa 
alle serie di potenze a coefficienti positivi; essa si enuncia come 
segue : se f(x) = 2an.ru, con an > 0, converge per 0 < x < 1 ed ò 
tale che lim/(a?)(l — x) = 1, si ha che c lim — a'ìl — i.

X ---► 1 n.-r-XJ
4) Terminano il Capitolo alcune proposizioni più semplici, 

nello stesso ordine di idee ; ne citeremo due. La prima, dovuta 
all’A., dice che se na„ tende a zero e lim f(rer?) tende ad una 

•—► i
funzione g(qi, uniformemente rispetto a :p, la '£aneui? converge 
uniformemente ed ha per sómma ff('p); la seconda, di Féjer, di
mostra che se Sn a,, |2 converge, la 2a/(j*’1 converge per tutti i 
punti della circonferenza 'a? 1 = 1 pei quali si verifica che fix • 
ha limito se x tende ’‘adialmente ad ,r0.

CAD. IA". Sopra alcuni particolari notevoli del comporta
mento di una serie di potenze sulla propria circonferenza di 
convergenza. — In questo Capitolo sono riportati tre esempi 
notevoli, dovuti rispettivamente ad Hardy, a Lusin ed a Sier- 
pinsky. Il primo è quello di una serie di potenze, e precisa- 
mente lo sviluppo di (1 —■ .ri—; che per Lr| = l converge unifor
memente, ma non assolutamente. Nel secondo viene costruita una 
serie di potenze Sa,t.r”, in cui è lima„ = 0, e che diverge su tutta 
la circonferenza j x ■ = 1. Nel terzo infine, fondandosi sul prece
dente, viene data una serie di potenze convergente in un solo 
punto della circonferenza \x\ = l. A questo proposito, FA. fa 
osservare come non sia possibile costruire una serie avente sulla 
circonferenza un aggregato dato di punti di convergenza, poiché 
T insieme degli aggregati di punti sulla circonferenza ha potenza 
superiore a quella del continuo, la quale è la potenza dell’aggre
gato delle serie di potenze.

Cap. V. Relazioni fra i coefficienti di una serie di potenze, 
e le singolarità delle funzioni sulla circonferenza.

1) Con dimostrazione del Landau, viene dato il teorema 
.che se la serie f(x) = %anx’\ col raggio 1 di convergenza, ha tutti 
i coefficienti di argomento compreso fra — F e — ^4-5, il punto 
x = l è singolare per la funzione. Questo teorema fu dato da 
Vivanti per il caso dei coefficienti positivi, od anche compresi 
fra j e — | ; l’enunciato più generale è di Dienes.

2an.ru
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2) Il Fatou ha data una proposizione notevolissima, che 
qui viene riportata con dimostrazione di M.RiUsz; essa si enuncia: 
se è lim an = 0, la serie %anxìl converge in ogni punto regolare 
di \x\ = 1 ed uniformemente su ogni arco di regolarità (arco della 
circonferenza \x\=l di cui tutti i punti, estremi inclusi, siano 
regolari per f(x). Il teorema è notevole in quanto, senza l’ipotesi

—» 0, la regolarità o meno della funzione non è adatto legata 
alla convergenza o divergenza della serie, come si vede con esempi 
elementarissimi.

3) Viene poi dato un teorema di Hadamard, che risale
al 1892, a cui si dà il nome di « teorema della lacuna » : se la 
serie f(x) = è tale che il minimo limite di m,l+1 ; mu è
maggiore dell'unità, la circonferenza di convergenza è linea sin
golare per f(x).

4) Infine, seguendo Hurwitz ed applicàdo la precedente 
proposizione di Hadamard, viene giustificata una notevole asser
zione del Fatou, dimostrata per primo dal Pòlya, che cioè in 
una qualunque serie di potenze è possibile, ed in infiniti modir 
mediante un Opportuno mutamento del segno dei coefficienti, di 
ottenere che la circonferenza di convergenza sia linea singolare^

Cap. VI. Massimo e valore medio del modulo di una fun* 
zione analitica su una circonferenza.

1) Una prima proposizione in questo ordine di idee è do
vuta ad Hadamard ed è riportata dall’A., sotto al titolo « Hada- 
mardscher Dreikreisesatz » con dimostrazione lievemente sempli
ficata: se f(x) è regolare per se M(r) è il suo massimo-
valore assoluto sulla circonferenza \x\ = r (M{r) è funzione noto
riamente crescente), se infine è 0 < rx < < r8, si ha la relazione 

”1 log fj
1 log-r
1 dog

log JffrJ
log
log Jf(r8)

>0,

che esprime che 1 og Jf(r) è funzione convessa di logr. La propo
sizione vale ancora per una funzione monodroma regolare datar 
nella corona circolare < | x | < r3, con rs compreso fra ed r3.

2) Da tempo Hurwitz (1889) aveva dimostrato che data la 
serie di potenze di cui r sia il raggio di convergenza,, 
l’aggregato delle sue radici di modulo <r coincide coi punti 
dell’aggregato derivato H, interni al cerchio r, dell’aggregato
delie radici dei polinomi Ì>avx* fjx). (Si calcola come appar- 

v=0 
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tenente a Q un numero £ che sia radice di infinite fu(x)}. Di 
questo teorema FA. dà due dimostrazioni, indi, giovandosi del 
citato teorema dei tre cerchi di Hadamard, dimostra un note
vole, recente teorema dovuto a Jentzch, per il quale ogni punto 
della circonferenza r appartiene al detto aggregato derivato Q.

3) Chiude il Capitolo la dimostrazione (semplificata dalF A.) 
di una importante osservazione dovuta ad Hardy ; ed è che se plp) 
indica il valore assoluto medio di fix) = ZanxH per | x | =p, dove 
è p < -, raggio di convergenza della serie, cioè, se è

2tc

p.(p) — ^J*ÌTWO I 
0

pip) ha proprietà analoghe ad Jf, cioè è funzione crescente, e 
log p(r) è funzione convessa di log p.

Cap. VII. All’ordine di idee del teorema di Picard è dedi
cato F ultimo Capitolo di questa interessante opera. Un celebre 
teorema, dato da Picard nel 1879, insegna che una funzione in
tera non costante assume per qualche valore finito di a?, ogni 
valore assegnato, ad eccezione di uno al più ; una proposizione 
più generale dello stesso Autore mostra inoltre che una funzione 
monodroma nell’intorno di un punto xQ che è per essa singolare 
isolato, assume in ogni intorno di quel punto qualunque valore 
assegnato, eccettuato uno al più. Il Picard ha dimostrato il suo 
teorema facendo uso delle proprietà della funzione ellittico- 
modulare, ponendone F enunciato sotto la forma « una funzione 
intera che non assume per x finito nè il valore zero, nè il va
lore I, si riduce ad una costante ». Più tardi il Borel è riuscito 
a darne una dimostrazione fondandosi unicamente su principi 
elementari della teoria delle funzioni. Ora, seguendo un metodo 
analogo a quello del Borel, il Landau è giunto, nel 1904, ad 
una notevole ed inattesa proposizione, dalla i quale si deduce 
subito il teorema di Picard ; ed è che « dati i due numeri com
plessi a e 3 diversi da zero, esiste un numero positivo w(sc, 3) 
dipendente soltanto da questi numeri, e tale che ogni funzione

f(x) = a -+- $x 4- a2xf 4- a3x3 4- ....

regolare nel cerchio | a? | < w, assume entro questo cerchio almeno 
uno dei due valori 0 od I ». In particolare, per ogni funzione 
razionale intera

c?(x) ~ a 4- Bx 4- a^x* 4- .... 4- anx'‘,
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. almeno iur 'e equazioni cpto) = O, cp(.r) = l ammette una radice 
minore valore assoluto : proposizione notevole che non

si dico riusciti a dimostrare elementarmente.
1) Alla interessante materia, presentata in un rd ine corri

spondente più allo sviluppo logico che a quello storico delPar
gomento, viene premesso un lemma di Carathéodory, ripetu
tamente applicato dal Landau nei suoi lavori, e che dà un valore 
maggiorante per M(r) : questo lemma è applicato alla dimostra
zione del seguente teorema di Schottky (*): dato un numero 6 
positivo minore d’uno ed un numero complesso a, esiste un nu
mero positivo co/9, a), tale che ogni serie />) = Sawj”, regolare 
per \x <1 con /(0) = a, e che non assume per |.r <1 nè il va
lore zero nè il valore 1, soddisfa per alla disuguaglianza

Dk,l quale teorema viene dedotto quello di Landau, 
da questo quello di Picard, indi l’accennata estensione di questo.

2ì L’ultimo paragrafo del Capitolo e del libro contiene tre 
prop, dizioni, della prima delle quali diamo l’enunciato : « esiste 
un numero positivo q tale che ogni funzione

/(•») = X -+- a2a>2 -+- -+-....

regolare per ! M< 1 e che in questo cerchio non assume due volte 
uno stesso valore, è maggiore di q sulla circonferenza | a?, = 1 », 
e che culminano nel seguente" teorema, dovuto a Koebe, e che ha 
ricevuto notevoli applicazioni: « dato il numero positivo 6 minore 
d’uno, esistono due numeri positivi to' ed m", dipendenti solo da 6, 
e tali che ogni funzione f(x) regolare nel cerchio \x\ <zR e che 
non assume per \x\ <JS due volte uno stesso valore, soddisfa alla 
disuguaglianza

per ogni coppia di punti del cerchio \x\ < 9-K ».
s. p.

0) Questa proposizione è stata data dal suo autore, poco tempo dopo 
la scoperta del teorema di Landau ed in relazione col teorema stesso.


